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RÉSUMÉ
La tachocline solaire est encore aujourd’hui un important sujet de débat dans la com-
munauté. La compréhension de cette mince couche, à l’interface entre les zones radia-
tive et convective, est très importante à la compréhension globale du fonctionnement du
Soleil. En effet, l’inclusion d’une tachocline a un impact majeur dans les modèles de
dynamo générant le champ magnétique du Soleil. De plus, la rotation différentielle ob-
servée dans la zone de convection devrait se propager dans la zone de radiation, où la
rotation est uniforme, de sorte que la tachocline devrait être beaucoup plus épaisse que
ce que les observations indiquent. Le processus menant au confinement de la tachocline
est encore incertain, bien que de nombreuses hypothèses furent apportées pour tenter de
l’expliquer. Un des ces scénarios propose que la pénétration du champ magnétique dy-
namo sous la zone convective mène à la suppression de la rotation différentielle dans la
tachocline. Nous présentons ici un modèle MHD simplifié en une dimension afin de tes-
ter ce scénario de tachocline rapide. Nous nous intéressons à deux cas particuliers : une
tachocline où le transport de moment cinétique est dû à la viscosité, puis une tachocline
où l’épaississement radiatif domine la viscosité. Nous avons analysé plusieurs simula-
tions dans le but de déterminer dans quelles conditions physiques le confinement de la
tachocline est possible via ce scénario. L’amplitude du champ magnétique pénétrant sous
la zone convective, la diffusivité magnétique, la viscosité et la diffusivité thermique ont
un impact majeur sur les résultats et nous concluons en déterminant selon quels régimes
de paramètres la tachocline pourrait être confinée par un tel champ dynamo.
Mots clés: Soleil, Tachocline, Rotation différentielle, Magnétohydrodynamique.
ABSTRACT
The solar tachocline remains the subject of vigorous ongoing research efforts. Un-
derstanding the dynamics of this thin layer at the interface between the radiative and con-
vective zones is important to the overall understanding the Sun’s inner workings. Indeed,
the presence of a tachocline plays a major role in most dynamo models that describe the
generation of the solar magnetic field. Moreover, the differential rotation observed in the
convection zone should spread in the radiation zone, where the rotation is uniform, so
the tachocline should be much thicker than inferred from helioseismic inversions. The
physical mechanism(s) responsible for confining the tachocline has not yet been iden-
tified with confidence, although many promising hypotheses have been put forth. One
of these invokes the penetration of a dynamo magnetic field below the convective zone,
leading to the suppression of the differential rotation in the tachocline through the ac-
tion of magnetic stresses. We present here a simplified MHD model formulated in one
spatial dimension, in order to test this fast tachocline scenario. We focus on two specific
physical cases : one where the angular momentum transport is due to the viscosity and
the other where radiative spreading dominates over viscosity. We carry out and analyze
several simulations to determine under which physical conditions the confinement of the
tachocline is possible via this scenario. The amplitude of the magnetic field penetrating
the convective zone, the magnetic diffusivity, the viscosity and the thermal diffusivity
all have a major impact on the results, and we conclude by determining under which
parameters the tachocline could be confined by such a dynamo field.
Keywords : Sun, Tachocline, Differential rotation, Magnetohydrodynamics.
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CHAPITRE 1
LA TACHOCLINE SOLAIRE : ÉLÉMENTS THÉORIQUES
Le Soleil est une étoile dont la structure est caractérisée par la présence de deux ré-
gions distinctes : une zone interne de radiation où la rotation est uniforme et une zone
externe de convection où la rotation est différentielle. L’interface entre les deux, la ta-
chocline, aurait potentiellement un grand impact sur l’organisation de l’étoile, ainsi que
sur son activité magnétique. En effet, toutes les étoiles pour lesquelles un champ magné-
tique cyclique a été observé possèderaient une tachocline, tandis qu’aucune périodicité
n’a été détectée pour toutes celles purement convectives, et donc sans tachocline (Ro-
bertson et al., 2013). La fraction d’étoiles actives serait toutefois plus importante pour
les étoiles sans tachocline (dont le type spectral est M4 ou plus tardif, voir Chabrier et
Baraffe 1997), comme le montre la figure 1.1, tirée de Schmidt et al. (2015). Ainsi, la
plupart des observations indiquent que la présence d’une tachocline semble être impor-
tante au développement cyclique de l’activité magnétique. Toutefois, des travaux récents
suggèrent que des étoiles entièrement convectives semblent avoir une dynamo menant
à une relation entre la rotation et l’activité magnétique qui est indissociable de celle
des étoiles ayant une tachocline. Cela porte à croire que la tachocline ne serait peut-
être pas essentielle au développement d’une dynamo de type solaire (Wright et Drake,
2016). Ainsi, encore aujourd’hui, la tachocline est bien mystérieuse ; de nombreuses
questions sont toujours sans réponse. L’un des défis associés à l’étude de la tachocline
est de comprendre pourquoi la rotation différentielle observée y est confinée plutôt que
de se propager vers l’intérieur radiatif. Dans ce mémoire, je présenterai tout d’abord
quelques concepts de base concernant le Soleil (§1.1) et, plus particulièrement, la ta-
chocline (§1.2). J’introduirai ensuite le modèle de tachocline magnétique apportant une
explication possible au confinement de la tachocline (§1.3) et utilisé dans l’article pré-
senté au chapitre 2.
2Figure 1.1 Fraction d’étoiles actives selon le type spectral. Les étoiles ayant un type
spectral M4 ou plus tardif sont généralement purement convectives et n’ont donc pas de
tachocline. Figure 5 de Schmidt et al. (2015).
1.1 Le Soleil
1.1.1 Le Soleil en général 1
Le Soleil est une étoile de type naine jaune se trouvant sur la séquence princi-
pale du diagramme de Hertzsprung-Russell. Il est composé à 74% d’hydrogène, à 25%
d’hélium et d’une petite fraction d’éléments plus lourds. Le Soleil a une masse de
(1.98855±0.00025)×1030 kg et un rayon de 6.96×105 km. Âgé de 4,6 milliards d’an-
nées, il est né de l’effondrement gravitationnel d’un nuage moléculaire principalement
composé d’hydrogène et d’hélium. Depuis ce temps, le Soleil est en équilibre hydro-
statique, ce qui signifie que l’attraction gravitationnelle est équilibrée par le gradient
de pression gazeuse. La structure interne d’une étoile dépend de sa masse. Une étoile
de type solaire a un coeur radiatif et une enveloppe convective. La fusion nucléaire de
l’hydrogène vers l’hélium s’y fait via la chaîne proton-proton, qui n’implique pas un im-
portant gradient de température et rend possible un transport radiatif au centre de l’étoile.
Pour les étoiles plus massives, la fusion se fait via le cycle CNO. Cela entraîne un fort
gradient de température et mène à un noyau convectif et une enveloppe radiative. Les
1Les informations de cette section sont tirées des livres de Dwivedi (2003) et de Tayler (1997).
3étoiles moins massives sont, quant à elles, purement convectives.
Après avoir épuisé l’hydrogène dans son noyau, le Soleil commencera son évolution
en dehors de la séquence principale où il commencera à brûler l’hydrogène en couches
autour d’un noyau maintenant riche en hélium. Cette fusion de l’hydrogène, en plus de
la contraction du coeur d’hélium, mènera à une plus grande pression interne du noyau et
à l’augmentation du rayon de l’étoile. Le Soleil deviendra alors une géante rouge. Par la
suite, ses couches externes seront expulsées et son coeur se contractera pour devenir une
étoile naine blanche.
Le Soleil est situé dans un des bras de notre galaxie, la Voie Lactée. Son évolution
autour du centre galactique lui prend environ 250 millions d’années. Il tourne aussi sur
lui-même, avec une période moyenne de 27 jours terrestres, l’équateur tournant plus vite
que les pôles. Le Soleil est composé de différentes couches : le noyau, la zone radiative,
la zone convective, la photosphère et l’atmosphère solaire. Les zones de radiation et de
convection sont séparées par une mince région, la tachocline.
1.1.2 La structure du Soleil 2
Les ondes acoustiques produites dans les étoiles se propagent à des vitesses diffé-
rentes dépendamment de la densité du milieu qu’elles traversent. L’héliosismologie, qui
consiste en la mesure de la fréquence des modes de résonance, nous permet de détermi-
ner le profil de la vitesse du son et d’obtenir, à partir de modèles calibrés, le profil de la
densité. Cette technique d’observation nous a permis de sonder l’intérieur solaire et de
mieux comprendre la structure du Soleil (voir la fig. 1.2).
Le noyau constitue la région la plus centrale du Soleil, allant de son centre à en-
viron 25% du rayon solaire. C’est à cet endroit que se produisent les réactions ther-
monucléaires qui transforment l’hydrogène en hélium et génèrent une grande quantité
d’énergie. Il s’agit de la partie la plus chaude du Soleil, avec une température pouvant
atteindre 15 millions de kelvins. À elle seule, cette région contient environ 35% de la
2Les informations de cette section sont tirées des livres de Dwivedi (2003) et de Tayler (1997).
4Figure 1.2 Schéma en coupe de la structure du Soleil. On y voit les différentes zones,
la tachocline se trouvant entre les zones de radiation et de convection. Image tirée de :
http://www.dinosoria.com/soleil.htm.
masse de l’étoile.
La zone radiative se trouve juste au-dessus du noyau, allant de 25% à environ 70% du
rayon solaire. La température y est de l’ordre de 2 millions de kelvins. Dans la zone de
radiation, la stratification est subadiabatique, ce qui signifie que là où la température est
plus forte, la densité l’est aussi. Dans cette région, le transfert radiatif est suffisant pour
que l’énergie nucléaire soit transportée vers l’extérieur et que l’étoile soit en équilibre.
La chaleur est donc transférée via la radiation thermique, diffusant lentement dans la
direction opposée au gradient de température, soit vers l’extérieur de l’étoile.
La zone convective débute à environ 70% du rayon solaire et s’étend jusqu’à la sur-
face visible du Soleil. Dans la zone convective, la densité et la température diminuent
et l’opacité augmente, ce qui bloque l’énergie provenant du coeur radiatif. Le transfert
5d’énergie ne se fait donc plus via la radiation, mais par un processus de convection où les
mouvements turbulents de matière transportent l’énergie. En effet, la matière se trouvant
au bas de la zone convective absorbe beaucoup de radiation, sans toutefois la réémettre.
Le fluide ainsi chauffé devient moins dense que le milieu environnant et monte progres-
sivement vers la surface. À la surface du Soleil, on peut observer un motif granulaire,
une manifestation visible de la convection et de ses mouvements non-stationnaires (fig.
1.3). Les cellules brillantes sont les parties les plus en surface de la colonne de gaz mon-
tant, alors que les contours plus foncés sont causés par le gaz refroidi qui redescend vers
l’intérieur. Dans cette région, la stratification est presque adiabatique. Une stratification
adiabatique implique que le gradient de température ne dépend que de la pression et qu’il
n’y a pas d’échange de chaleur avec le milieu environnant. Dans la zone de convection,
la température passe d’environ 2 millions de kelvins à environ 6000 K à la surface.
La photosphère est la surface visible du Soleil. D’une épaisseur de quelques cen-
taines de kilomètres, elle a une température effective de 5780 K. Elle est parsemée de
taches solaires, une manifestion de surface du champ magnétique interne.
L’atmosphère solaire comprend les différentes couches externes du Soleil : la chro-
mosphère, la couronne solaire et l’héliosphère. La température est maximale dans la
couronne, où elle atteint plus d’un million de kelvins.
Les taches observées à la surface du Soleil se déplacent plus rapidement au niveau de
l’équateur qu’à des latitudes plus élevées, ce qui implique que la photosphère est carac-
térisée par une rotation différentielle latitudinale. L’héliosismologie a permis de montrer
que cette rotation différentielle observée à la surface du Soleil est présente dans toute
la zone de convection, alors que la zone de radiation est caractérisée par une rotation
uniforme. La transition entre ces deux zones a lieu dans une couche qui se nomme la ta-
chocline. Le nom tachocline vient du grec ancien, tachos signifie vitesse et klino signifie
qui cause une pente. Ainsi, la tachocline est une région où il y a un changement brusque
du profil de rotation différentielle.
6Figure 1.3 Granulation à la surface du Soleil, montrant les mouvements
convectifs. Image tirée de : http://www.astrosurf.com/luxorion/
sysol-soleil-blanche2.htm.
1.1.3 La turbulence dans le Soleil 3
La turbulence est une caractéristique importante de la zone convective du Soleil, mais
aussi possiblement de la tachocline (voir section 1.2.2.2). Caractérisé par de l’intermit-
tence spatio-temporelle, ce phénomène, qui se produit sur différentes échelles, est relié
à la notion d’instabilité. Lorsqu’un système est instable, toute perturbation est amplifiée,
menant dans certains cas à un état statistiquement quasi-stationnaire. Dans une telle si-
tuation, la turbulence permet de transporter l’énergie de la source de l’instabilité vers un
réservoir d’énergie stable du système. Il existe plusieurs sources d’énergie, associées à
différentes instabilités. Parmi les instabilités hydrodynamiques, on trouve celles liées à la
3Les informations suivantes sont tirées des notes de cours de Charbonneau (2016).
7Figure 1.4 Rotation différentielle dans l’intérieur solaire. À gauche, une coupe polaire
montre le taux de rotation local du plasma interne du Soleil. Les zones en rouge sont
caractérisées par des vitesses plus rapides que celles en bleu. À droite, les courbes de vi-
tesse à différentes latitudes sont présentées en fonction de la profondeur. Ces résultats ont
été obtenus grâce à l’hélioséismologie. On voit que vers la surface du Soleil, le taux de
rotation est dépendant de la latitude, tandis que plus en profondeur, il est constant et égal
à une valeur moyenne de ceux en surface. La région où les courbes convergent vers une
même fréquence de rotation est la tachocline. Image tirée de : http://irfu.cea.
fr/Sap/Phocea/Vie_des_labos/Ast/ast.php?t=actu&id_ast=1283.
gravité (instabilité de Rayleigh-Taylor), aux cisaillements causés par un fort changement
de vitesse (instabilité de Kelvin-Helmoltz), à la rotation (instabilité de Taylor-Couette)
et au gradient de température (instabilité de Rayleigh-Bénard). Cette dernière est res-
ponsable de la convection thermique. Il s’agit d’une forme particulière de l’instabilité de
Rayleigh-Taylor puisqu’un gradient de température est associé à un gradient inverse de
densité.
Un fluide est caractérisé par sa viscosité (ν) et sa diffusivité thermique (κ). La vis-
cosité mesure les forces de frottement internes qui ralentissent ou accélèrent le fluide,
tandis que la diffusivité thermique représente la capacité du fluide à transmettre la cha-
leur. Le nombre de Prandtl (Pr) est le rapport entre ces deux coefficients :
8Pr =
ν
κ
. (1.1)
Le nombre de Prandtl mesure donc à quel point le profil de température est influencé par
le profil de vitesse. Un fort nombre de Prandtl indique que les mouvements hydrodyna-
miques ont une grande influence sur le profil de température, tandis qu’un faible nombre
de Prandtl caractérise un milieu où le profil de vitesse n’a pas d’impact important sur la
température puisque la conduction thermique est trop rapide.
Le nombre de Rayleigh (Ra) indique si un fluide est dominé par la convection. Ce
nombre est donné par :
Ra =
αgT0L3
νκ
, (1.2)
où L est la grandeur caractéristique du système, T0, sa température et, g, l’accélération
gravitationnelle. α est le coefficient de dilatation thermique mesurant le changement
relatif de densité d’un fluide sujet à une certaine variation de température. Le nombre
de Rayleigh doit être supérieur à une certaine valeur critique pour que le gradient de
température soit suffisant pour induire de la convection.
Dans un milieu stratifié par la gravité, tels les intérieurs stellaires, la température,
la densité et la pression augmentent avec la profondeur. La stratification en température
peut mener à une instabilité de Rayleigh-Bénard : la température étant plus grande vers
l’intérieur, un élément de fluide aura tendance à monter vers la surface. Toutefois, la
stratification en densité est stable via le critère de Rayleigh-Taylor, puisque la densité
augmente vers l’intérieur, et s’oppose au développement d’une instabilité de Rayleigh-
Bénard. La convection se développe uniquement si le critère de Schwarzschild est satis-
fait :
∣∣∣dT
dz
∣∣∣< (∣∣∣dT
dz
∣∣∣)
ad
. (1.3)
9Ce critère stipule que la valeur absolue du gradient vertical de température doit être
inférieure à celle du gradient adiabatique, soit le gradient de température auquel est
sujet un fluide subissant un déplacement adiabatique sans ressentir de force par la suite.
Certaines régions des intérieurs stellaires satisfont ce critère de stabilité, d’où l’existence
de zones de convection dans les étoiles, où de la turbulence convective s’installe. Dans
un écoulement turbulent, des tourbillons de différentes tailles se superposent. Les plus
grands peuvent se diviser en tourbillons plus petits, transférant de l’énergie des grandes
échelles aux plus petites. C’est le phénomène de cascade d’énergie. Le processus inverse
est aussi possible : l’énergie est transférée des petites aux grandes échelles alors que les
petits tourbillons se regroupe pour en former des plus grands.
Un autre aspect à considérer pour comprendre la convection dans le Soleil est sa
rotation. Comme le nombre de Rossby est faible (Ro∼ 0.2, Greer et al., 2016), la force
de Coriolis agit fortement sur l’écoulement. Le nombre de Rossby représente le rapport
entre les forces d’inertie et les forces dues à la rotation, donc un faible nombre de Rossby
indique que l’impact de la rotation domine les effets inertiels.
De plus, la rotation différentielle qui est observée dans la zone convective s’explique
par sa nature turbulente. En effet, les fluctuations aux petites échelles parviennent à pro-
duire un écoulement moyen par cascade inverse. Dans un système en rotation comme le
Soleil, la force de Coriolis va influencer l’écoulement aux petites échelles, menant à un
stress de Reynolds qui va engendrer une rotation différentielle.
Il s’avère très difficile d’exprimer mathématiquement les écoulements turbulents.
Puisqu’il n’est pas toujours nécessaire d’avoir une expression détaillée de tous les tour-
billons d’un fluide turbulent, il est possible de décrire l’écoulement moyen de ce fluide.
L’idée est de considérer une échelle spatiale intermédiaire (l) entre la grosseur typique
des tourbillons (λ ) et la dimension globale de l’écoulement (L), telle que :
λ  l L (1.4)
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L’écoulement total u(x, t) peut être séparé en deux composantes, l’une correspondant
à l’écoulement moyenné spatialement sur une longueur l, U(x, t), et l’autre à la partie
turbulente u′(x, t), qui tient compte des fluctuations aux petites échelles :
u(x, t) = U(x, t)+u′(x, t) . (1.5)
Ainsi, puisque l’écoulement moyen varie très peu sur une distance l et que, en
moyenne, les fluctuations n’ont pas d’effet sur l’écoulement total, on a :
〈U〉= U ,
〈u′〉= 0 .
(1.6)
L’équation d’Euler décrit la dynamique de l’écoulement d’un fluide sans viscosité :
∂u
∂ t
+
(
u ·∇)u =− 1
ρ
∇p , (1.7)
où ρ est la densité et p est la pression. Pour simplifier, la gravité est représentée par le
potentiel gravitationnel qui est absorbé dans le terme de pression. En prenant la moyenne
de l’équation 1.8 et en remplaçant u par u = U+u ′ et, de la même façon, p par p = P+
p′, on obtient une équation identique à l’équation d’Euler, avec un terme supplémentaire
(en notation indicielle) :
∂Ui
∂ t
+U j
∂Ui
∂x j
=− 1
ρ
∂P
∂xi
− ∂
∂x j
〈u′iu′j〉 . (1.8)
Le développement de cette équation est fait au long dans Charbonneau (2016). Le
terme supplémentaire 〈u′iu′j〉 est le tenseur des contraintes de Reynolds (ou tenseur des
stress de Reynolds) et représente l’effet de la partie fluctuante sur l’écoulement moyen.
Il s’agit d’un tenseur symétrique qui peut impliquer jusqu’à six composantes indépen-
dantes. Afin de réduire le nombre de paramètres, il est possible d’exprimer les contraintes
de Reynolds en fonction de l’écoulement moyen. Cela est fait en supposant que le ten-
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seur de Reynolds est proportionnel au tenseur de déformation de l’écoulement moyen
Di j, qui décrit un cisaillement,
Di j =
(∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)
. (1.9)
De cette façon,
〈u′iu′j〉= νT
(∂Ui
∂x j
+
∂U j
∂xi
)
, (1.10)
où la constante de proportionnalité, νT , est le coefficient de viscosité turbulente, le seul
paramètre restant à déterminer. En général, ce coefficient sera beaucoup plus important
que le coefficient de viscosité moléculaire (ν).
νT  ν . (1.11)
Ainsi, la turbulence peut mener à un transport de moment cinétique contrôlé par le co-
efficient de viscosité turbulente. Ce coefficient peut être positif ou négatif, menant à de
la diffusion ou de l’anti-diffusion. Un transport diffusif se fera dans la direction oppo-
sée au gradient de vitesse et aura tendance à réduire ce gradient, tandis qu’un transport
anti-diffusif sera dans le sens du gradient de vitesse et aura pour effet d’augmenter ce
gradient.
Dans la tachocline, il n’est pas clair si de la turbulence est présente et quel est son
impact sur le transport de moment cinétique et donc sur l’évolution du système. Plus de
détails à ce sujet seront donnés à la section 1.2.2.2.
1.1.4 L’activité magnétique solaire
1.1.4.1 Les taches solaires
Les taches solaires sont le premier indicateur d’importante activité solaire. Leur ob-
servation remonte au début du 17e siècle, suite à l’invention du télescope. L’observation
12
des taches solaires a permis de comprendre certaines caractéristiques importantes du
Soleil.
D’abord, la majorité des taches est concentrée autour de l’équateur, soit à des lati-
tudes allant de 30◦ à −30◦ (voir fig. 1.5). Ensuite, puisque celles se trouvant près de
l’équateur se déplacent plus rapidement que celles à de plus grandes latitudes, leur pré-
sence a démontré la rotation différentielle de la surface du Soleil. Les taches solaires
sont plus sombres que le reste de la surface de l’étoile. À ces endroits, moins d’énergie
est irradiée par unité d’aire et la température est plus faible.
Figure 1.5 Série de taches solaires se déplaçant alors que le Soleil tourne sur lui-même.
Ce groupe de taches particulièrement étendu a été le siège de plusieurs éruptions et
éjections de masse coronale. Image en visible prise le 30 mars 2001 par le satelite SOHO
et tirée de la galerie d’images de SOHO. http://sohowww.nascom.nasa.gov/
gallery/images/spotcollage.html
Vers 1826, l’astronome amateur Heinrich Schwabe commence à observer les taches
solaires de façon continue. Il note quotidiennement la position et la grandeur de chacune
des taches et après plusieurs années, il découvre que le nombre moyen de taches varie
périodiquement et que le Soleil a un cycle d’une période d’environ 11 ans (voir fig. 1.6).
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L’étude approfondie de l’évolution des taches solaires permet aussi de découvrir la mi-
gration de leur site d’apparition des mi-latitudes vers l’équateur. On remarque aussi ce
phénomène en analysant le diagramme papillon, tel que présenté à la figure 1.7. Ce dia-
gramme montre le pourcentage d’aire de la surface du Soleil recouverte par des taches,
pour différentes latitudes et moyenné sur une période de rotation. On y voit qu’au dé-
but de chaque cycle, les taches se forment aux mi-latitudes, tandis qu’alors que le cycle
progresse, elles appairaissent de plus en plus près de l’équateur.
Figure 1.6 Nombre de taches solaires de 1610 à 2010, montrant le cycle d’environ 11
ans. Image créée par Robert A. Rohde et tirée de http://www.lunarplanner.
com/SolarCycles.html
La nature des taches solaires demeure inconnue jusqu’en 1908, alors que George
Ellery Hale découvre que certaines raies dans leur spectre sont dédoublées en raison de
l’effet Zeeman, ce qui implique la présence d’un champ magnétique (Hale, 1908). On
peut en conclure que les taches solaires sont la manifestation de surface d’un puissant
champ magnétique toroïdal interne. Celui-ci traverse la surface du Soleil, ce qui contraint
le mouvement du fluide à cet endroit et cause une diminution locale de sa température et
de sa luminosité, d’où leur apparente noirceur par rapport au reste de la surface solaire.
Hale a aussi démontré certaines caractéristiques des taches solaires, aujourd’hui
connues sous le nom des lois de polarité de Hale (Hale et al., 1919). Les grandes taches
sont habituellement générées par paires, une devançant l’autre dans la direction de la
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Figure 1.7 Diagramme papillon montrant à quelles latitudes les taches apparaissent sur
le Soleil pour la période de 1874 à 2013. Le diagramme montre que la position des
taches sur le Soleil n’est pas aléatoire, mais plutôt concentrée en deux bandes de chaque
côté de l’équateur. Les taches se forment aux mi-latitudes et migrent vers l’équateur
alors que le cycle progresse. On y voit clairement le cycle de 11 ans. Image tirée de
http://solarscience.msfc.nasa.gov/SunspotCycle.shtml
rotation du Soleil et se trouvant à une latitude légèrement plus basse que la seconde.
Dans un hémisphère donné, les taches d’une même paire ont une polarité opposée : soit
les lignes de champ magnétique y entrent, soit elles en sortent. De plus, elles sont posi-
tionnées selon un ordre donné dans un hémisphère et dans l’ordre opposé dans l’autre.
Finalement, suite à minimum d’activité, la polarité des taches s’inverse. Cela implique
que, dans un même hémisphère, pour que la polarité redevienne la même, il faudra at-
tendre deux cycles de 11 ans. Ainsi, le champ magnétique solaire a une période complète
de 22 ans.
1.1.4.2 La dynamo solaire 4
Le processus permettant de regénérer le champ magnétique dans le Soleil serait l’ef-
fet dynamo. Ce phénomène permet d’induire un champ magnétique à partir des mou-
vements d’un fluide conducteur et d’entretenir ce champ contre la dissipation ohmique.
Les deux équations principales permettant de décrire l’évolution d’un écoulement et d’un
champ magnétique qui interagissent entre eux sont les équations de Navier-Stokes (éq.
4Les informations suivantes sont tirées, en autres, du livre de Dwivedi (2003) et des notes de cours de
Charbonneau (2016).
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2.4) et l’équation d’induction (éq. 1.13) :
∂u
∂ t
+
(
u ·∇)u =− 1
ρ
∇p+g+2u×Ω+ 1
4piρ
(
∇×B)×B+ 1
ρ
∇ · τ , (1.12)
∂B
∂ t
= ∇× (u×B−η∇×B) . (1.13)
La force de Lorentz a été ajoutée à l’équation 2.4 pour tenir compte de la présence des
champs magnétiques. Dans cette équation, p, g et τ sont respectivement la pression, la
gravité et le tenseur des contraintes visqueuses. Le tenseur des contraintes visqueuses
(ou tenseur de stress) définit l’état de contrainte en un point, soit les forces exercées
par les particules du milieu entre elles, dans un fluide sujet à des déformations. Cette
équation est une version plus générale de l’équation d’Euler (éq. 1.8). Elle est obtenue
en considérant un référentiel ayant une vitesse angulaire Ω, ce qui fait apparaître la
force de Coriolis explicitement. De plus, dans l’équation 2.4, la force centrifuge est
négligée puisque, pour une étoile de type solaire, la rotation est relativement lente. Du
côté gauche de l’équation, on retrouve la dérivée lagrangienne de u, qui suit la variation
de l’écoulement le long de la trajectoire d’un élément de fluide. À droite de l’équation se
trouvent le gradient de pression, la gravité, la force de Coriolis, la force de Lorentz et la
dissipation visqueuse. Chacun de ces termes influence l’évolution temporelle du champ
de vitesse.
L’équation d’induction (1.13) décrit quant à elle l’évolution du champ magnétique.
Le premier terme de la partie de droite de l’équation est l’induction due aux mouvements
du fluide agissant sur B. Ce terme peut détruire le champ magnétique ou agir comme
terme source. Le deuxième terme est la dissipation ohmique, qui ne peut que détruire
le champ magnétique. Il faut donc trouver un écoulement u permettant de combattre la
dissipation et de générer un champ magnétique tel que celui que l’on observe dans le
Soleil.
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À ces équations, il faut ajouter celles de conservation de la masse (1.14) et de conser-
vation de l’énergie (1.15) :
∂ρ
∂ t
+∇ · (ρu)= 0 , (1.14)
∂e
∂ t
+
(
u ·∇)e+ (γ−1)e∇ ·u = 1
ρ
[
∇ · ((χ+χr)∇T)]+φν +φB . (1.15)
L’équation 1.15 représente le bilan d’énergie par unité de masse interne de l’écoulement,
e. À gauche, les deux premiers termes sont la dérivée lagrangienne de e. Le troisième
terme représente le travail fait par ou contre la pression afin de compresser ou dilater
l’élément de volume. Le terme
(
χ+χr
)
∇T est le flux de chaleur, où χ et χr sont les co-
efficients de conductivité thermique et radiatif. Enfin, φν et φB représentent la dissipation
visqueuse et la dissipation du courant électrique dans un conducteur imparfait.
Finalement, le fluide est aussi contraint par une équation d’état. Elle définit la pres-
sion en fonction, notamment, de la densité et de la température (p = f (ρ,T, ...)) et par
la conservation du flux magnétique, stipulant que la divergence d’un champ magnétique
doit être nulle :
∇ ·B = 0 . (1.16)
Réussir à résoudre ces équations, qui sont couplées et non-linéaires, s’avère labo-
rieux, même avec l’utilisation des super-calculateurs actuels. Des modèles simplifiés de
dynamo ont donc été développés pour tenter de comprendre par quels processus le champ
magnétique réussit à se maintenir dans le Soleil.
Le champ magnétique solaire aux grandes échelles spatiales peut être séparé en deux
composantes, le champ toroïdal (φ ) et le champ poloïdal (θ , r) (voir figure 1.8). Le
champ magnétique toroïdal change de polarité pendant la phase maximale du cycle des
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taches solaires, tandis que la polarité de la composante poloïdale est inversée pendant
le minimum d’activité. Ainsi, les deux composantes du champ magnétiques suivent des
cycles décalés et se regénèrent l’une l’autre. La présence de la composante poloïdale
du champ magnétique permet donc la regénération de la composante toroïdale, et vice-
versa. Le premier phénomène, qui permet de transformer le champ poloïdal en champ
toroïdal, est l’effet-Ω. Dans le cas inverse, il s’agit de l’effet-α .
Figure 1.8 Composantes poloïdale (en vert) et toroïdale (en mauve) du champ magné-
tique solaire.
L’effet-Ω permet ainsi de créer un champ magnétique toroïdal à partir d’un champ
poloïdal. Le nombre de Reynolds magnétique (Rm) indique l’importance relative de l’ad-
vection et de l’induction d’un champ magnétique par les mouvements d’un fluide, par
rapport à la diffusion magnétique. Dans un fluide où le nombre de Reynolds magné-
tique est beaucoup plus grand que 1, le terme d’induction par l’écoulement domine sur
le terme de diffusion dans l’équation d’induction (1.13). Cela fait en sorte que les lignes
de son champ magnétique sont gelées dans le fluide et qu’elles sont contraintes de suivre
son mouvement (Alfvén, 1942). En raison de la rotation différentielle, un cisaillement
se crée, ce qui entraîne un étirement des lignes de champ magnétique dans la direction
toroïdale (voir fig. 1.9).
Contrairement à l’effet-Ω, qui est basé sur l’observation de la rotation différentielle,
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Figure 1.9 Effet-Ω. En raison de la rotation différentielle, le champ magnétique toroïdal
est étiré dans la direction poloïdale. Image tirée de : http://astronomy.nmsu.
edu/tharriso/ast105/Ast105week12.html
l’effet-α , qui permet la transformation d’un champ toroïdal en un champ poloïdal, dé-
pend des modèles et est donc moins consensuel. Il a d’abord été démontré qu’un écou-
lement axisymétrique ne peut pas parvenir à générer un champ poloïdal à l’aide d’un
champ toroïdal et donc soutenir un effet dynamo (Cowling, 1933). Cela implique que la
rotation différentielle, qui est axisymétrique, ne peut pas être le phénomène expliquant
cet effet. La turbulence associée à la convection, qui est non-axisymétrique en raison
de la force de Coriolis, permet d’introduire la composante nécessaire Parker (1955).
Ainsi, si on considère une bulle convective ascendante, les lignes de champ magnétique
qui la traversent horizontalement seront entraînées vers le haut puisqu’elles sont figées
dans le fluide. En raison du mouvement cyclonique de la bulle par rapport à son axe
de rotation, les lignes de champ seront déformées (voir fig. 1.10a). Le champ torsadé
en résultant aura une densité de courant pointant dans la direction du champ toroïdal.
Globalement, cela aura pour effet de mener à un champ magnétique poloïdal via la loi
d’Ampère (∇×B = µ0j), qui stipule qu’un champ magnétique peut être généré par un
courant électrique.
La tachocline pourrait être un élément clé permettant d’expliquer comment la dy-
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Figure 1.10 Représentation schématique de l’effet-α . (a) Ligne de champ magnétique
(ligne solide) entrainée par le mouvement cyclonique du fluide (flèches lignées). Image
tirée de Parker (1970). (b) Champ purement toroïdal (traits épais) déformé par l’effet
collectif des bulles cycloniques. Image tirée de Parker (1979).
namo se produit dans le Soleil. En effet, il semblait impossible qu’une dynamo telle que
celle observée dans le Soleil puisse exister, considérant l’absence de gradient radial dans
la zone convective, qui serait nécessaire à l’effet-Ω. La dynamo serait donc produite
dans la tachocline, où l’on retrouve un très fort gradient radial de vitesse. Elle permet-
trait aussi d’emmagasiner le champ magnétique toroïdal qui ne pourrait autrement pas
se maintenir dans la zone convective. Bien que cette hypothèse ne soit pas consensuelle,
la présence d’une tachocline semble essentielle au développement de la dynamo solaire.
1.2 La tachocline solaire
La tachocline est donc la région se trouvant entre les zones convective et radiative et
est la transition entre la rotation différentielle et la rotation uniforme. Dans ce qui suit,
les contraintes observationnelles de la tachocline seront présentées (§1.2.1), suivies des
considérations théoriques (§1.2.2) et des différentes hypothèses tentant d’expliquer le
confinement de la tachocline (§1.2.3).
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1.2.1 Contraintes observationnelles de la tachocline
La présence d’une région de fort cisaillement vertical sous la zone convective a été
proposée par Spiegel (1972) bien avant la découverte observationnelle de la tachocline.
Brown et al. (1989) furent les premiers à démontrer l’existence d’une telle couche de ci-
saillement à partir d’observations (Brown et Morrow, 1987). D’autres études ont ensuite
confirmé ce résultat, montrant que la rotation différentielle s’étend dans toute la zone
convective et que la zone radiative est caractérisée par une rotation solide (Dziembowski
et al., 1989, Goode et al., 1991). La tachocline est donc le lieu d’un cisaillement latitu-
dinal (horizontal) causé par la rotation différentielle et d’un cisaillement radial (vertical)
causé par le gradient de vitesse angulaire radial (voir fig. 1.4). L’expérience spatiale
SOHO (SOlar and Heliospheric Observatory) a permis de découvrir que le profil de vi-
tesse du son est très particulier directement au bas de la zone convective, comme on peut
le voir sur la figure 1.11. Cette figure a été obtenue en analysant deux mois de données
de l’instrument MDI (Medium-l Program of the Michelson Doppler Imager) et on y voit
que la différence maximale de vitesse entre les données et le modèle est d’environ 0.4%,
tout juste sous la base de la zone de convection, entre 0.6 et 0.7R (Kosovichev et al.,
1997). À cet endroit, l’ augmentation rapide de la vitesse du son est accompagnée d’une
augmentation rapide en température et en densité, ce qui crée une région de cisaillement
sous la zone convective, la tachocline.
Étant donné le manque de précision des méthodes héliosismiques, la structure de
la tachocline n’est pas connue avec exactitude. En effet, la limite inférieure de la zone
convective et la limite suppérieure de la tachocline sont incertaines, de même que leur
possible superposition (Christensen-Dalsgaard et al., 1991). De nombreuses études ont
été faites pour tenter de déterminer l’épaisseur et la position de la tachocline (Kosovichev
et Hansen, 1996, Charbonneau et al., 1999, Basu et Antia, 2003). Grâce à plusieurs
techniques d’inversion, Charbonneau et al. (1999) montrent que la position du centre de
la tachocline (r) et son épaisseur (δr) varient avec la latitude. À l’équateur, ils trouvent :
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Figure 1.11 Différence relative de la vitesse du son au carré dans le Soleil et un modèle
standard solaire. Les barres horizontales sont la résolution spatiale tandis que les barres
verticales sont celles d’erreur. Image tirée de Kosovichev et al. (1997).
r/R = 0.693±0.002
δr/R = 0.039±0.013 ,
(1.17)
tandis qu’à une latitude de 60˚, ils obtiennent :
r/R = 0.717±0.003
δr/R = 0.042±0.013 .
(1.18)
Cela implique que la tachocline n’aurait pas une forme sphérique, mais serait plutôt pro-
late, son épaisseur étant plus importante à de plus grandes latitudes. Toutefois, d’autres
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études montrent qu’au contraire, la tachocline serait sphérique (Antia et al., 1998, Cor-
bard et al., 1999). Bien que sa forme précise ne soit pas connue avec certitude, un point
demeure certain : la tachocline a une très faible épaisseur radiale, soit environ 4% du
rayon solaire ou moins.
Certaines propriétés de la tachocline (à r = 0.70R) sont rapportées dans la table 1.I,
dont les données sont tirées de Gough (2007).
1.2.2 Considérations théoriques pour la tachocline
1.2.2.1 L’épaississement radiatif 5
La circulation méridienne est l’écoulement à grande échelle qui se fait dans le plan
méridien, soit de l’équateur vers les pôles ou dans la direction inverse (voir fig. 1.12a).
Elle joue un rôle important dans la redistribution du moment cinétique et du transport
de flux magnétique. À la surface du Soleil, il a été montré que la circulation se fait de
l’équateur vers les pôles, avec une vitesse de l’ordre de 10m/s (Komm et al., 1993).
Des travaux récents ont pu analyser les données plus en profondeur et suggérer qu’il
existerait une double circulation méridienne dans la zone convective (Zhao et al., 2013),
telle que représentée sur la figure 1.12b. Ces résultats sont cependant encore débattus
aujourd’hui et il n’y a toujours pas de consensus sur les contraintes observationnelles
pour la circulation méridienne.
L’argument principal expliquant la présence de circulation méridienne dans les inté-
rieurs stellaires est le pompage gyroscopique (gyroscopic pumping, en anglais). Ce phé-
nomène survient dans les fluides en rotation lorsque les écoulements dans la direction
azimutale sont sujets à des accélérations ou des décélérations : la rotation différentielle
latitudinale que l’on retrouve dans la zone convective du Soleil crée justement cet effet
de pompage gyroscopique. En effet, la rotation différentielle est un écoulement azimu-
tal aux grandes échelles, qui sera prograde près de l’équateur, où la rotation est plus
5Les informations suivantes sont tirées de Wood et Brummell (2012).
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Table 1.I. Propriétés de la tachocline à 0.70R.
Densité ρ 0.21 gcm−3
Pression p 6.7×1013 gcm−2s−2
Température T 2.3×106 K
Vitesse du son c 2.3×107 cms−1
Fréquence de Brunt-Väisälä N 8×10−4 s−1
Diffusivité ohmique η 4.1×102 cm2 s−1
Viscosité cinématique ν 2.7×101 cm2 s−1
Diffusivité thermique κ 1.4×107 cm2 s−1
Figure 1.12 (a) Circulation méridienne (lignes noires) dans les modèles so-
laires avant Zhao et al. (2013). L’écoulement va vers le centre de l’étoile aux
pôles et s’éloigne de l’axe de rotation à l’équateur, créant une circulation mé-
ridienne de l’équateur vers les pôles en surface. (b) Selon Zhao et al. (2013),
il y aurait une double circulation méridienne dans la zone convective du Soleil.
Images tirées de : http://www.skyandtelescope.com/astronomy-news/
glimpse-into-sun-befuddles-theorists/.
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rapide, et rétrograde près de pôles, où la rotation est plus lente. La force de Coriolis
associée à ces écoulements force le fluide à s’éloigner de l’axe de rotation dans les ré-
gions progrades et à s’en approcher dans les régions rétrogrades. En d’autres mots, près
de l’équateur, le fluide est en accélération et, par conservation du mouvement cinétique,
s’éloigne de l’axe de rotation, tandis que près des pôles, il est pompé vers l’axe de rota-
tion. Il s’agit du pompage gyroscopique, expliqué de façon schématique à la figure 1.13.
Ce phénomène engendre donc une circulation méridienne en surface allant de l’équateur
vers les pôles.
Figure 1.13 Illustration du pompage gyroscopique dans une étoile de type solaire, avec
une couche externe de convection représentée par la région ombragée. La rotation plus
rapide près de l’équateur force le fluide à s’éloigner de l’axe de rotation par conservation
du moment cinétique et en raison de la force de Coriolis (FC). Le taux de rotation plus
lent aux pôles crée l’effet inverse et pompe le fluide vers l’axe de rotation. Cela crée une
circulation méridienne de grande échelle, qui va, en surface, de l’équateur vers les pôles.
Image tirée de Garaud et Bodenheimer (2010).
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L’une des propriétés d’une circulation méridienne pompée gyroscopiquement dans
un milieu convectif est de s’enfoncer vers l’intérieur (burrowing, en anglais). Pour des
fluides fortement stratifiés comme ceux des intérieurs stellaires, le taux de burrowing
dépend du taux de diffusion radiative. Cela est dû au fait qu’un mécanisme de relaxation
thermique est nécessaire afin d’atténuer les effets de la forte stratification ; aussi, ce phé-
nomène est-il parfois appelé l’épaississement radiatif (radiative spreading, en anglais).
La circulation méridienne s’enfonce dans toute la zone radiative, entraînant avec elle la
rotation différentielle, sur un temps de l’ordre du temps d’Eddington-Sweet, donné par
l’équation 1.19 (Spiegel et Zahn, 1992) :
tES =
(
N
2Ω
)2 R2
κ
, (1.19)
où N est la fréquence de Brunt-Väisälä, qui indique à quel point un milieu est stablement
stratifié. Lorsque N2 > 0, le milieu est stable et les oscillations de Brunt-Väisälä peuvent
de propager. Si N2 < 0, le milieu est instable et la convection peut s’y développer. Ω est
le taux de rotation initial, R est le rayon au haut de la zone radiative et κ est la diffusivité
thermique.
Dans le cas du Soleil, à la base de la zone convective, le temps d’Eddington-Sweet
est de l’ordre de 1012 années (voir Gough, 2007). L’épaisseur h de la région où s’étend la
circulation méridienne devrait être donnée par l’équation 1.20 (Spiegel et Zahn, 1992) :
h = R
(
t
tES
)1/4
. (1.20)
Spiegel et Zahn (1992) ont montré qu’après un temps de 4.6× 109 années et avec
R = 480000km et tES = 2.2× 1011 années (la valeur de tES varie selon les différentes
sources), on obtient h ∼ 200000km (environ 30% du rayon solaire). Cela impliquerait
que la rotation différentielle de la zone convective devrait s’être propagée vers l’intérieur
solaire, jusqu’à un rayon actuel de 0.4R. Grâce aux observations héliosismiques, on sait
pourtant que la rotation est uniforme dans toute la zone radiative (voir fig. 1.14). Il y a
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donc une incompatibilité entre les modèles théoriques de l’épaississement radiatif et les
observations. Il doit donc y avoir un processus physique empêchant cette propagation de
la rotation différentielle et permettant de confiner la tachocline.
Figure 1.14 Représentation de la tachocline solaire selon Spiegel et Zahn (1992). Les
lignes continues montrent les contours de vitesse angulaire. Dans l’intérieur solaire, la
rotation est presque uniforme et sa vitesse angulaire est égale à celle au bas de la zone
convective à une latitude d’environ 42˚.
1.2.2.2 La turbulence dans la tachocline
En somme, l’épaississement radiatif mène à la propagation de la rotation différen-
tielle latitudinale vers l’intérieur radiatif (Spiegel et Zahn, 1992). Cependant, cette propa-
gation n’est pas observée ; il doit donc exister un phénomène permettant de redistribuer
l’excès de moment cinétique de l’équateur vers les pôles, sur un temps plus court que le
temps d’Eddington-Sweet (tES).
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La première hypothèse présumait que la turbulence soit anisotrope dans la tachocline,
ce qui aurait mené à un transport de moment cinétique dans le plan méridien, bloquant
la propagation de la rotation différentielle (Spiegel et Zahn, 1992). Toutefois, il n’est pas
certain que la turbulence soit présente dans la tachocline et, dans le cas échéant, l’impact
qu’elle a sur le transport de moment cinétique.
Selon les modèles standards du Soleil (Stix, 1989, section 2.1.2), il n’y a pas de turbu-
lence dans la zone radiative, ni donc dans la tachocline. Toutefois, certaines simulations
numériques indiquent que pour obtenir les profils de vitesse angulaire observés, la visco-
sité doit y être grandement amplifiée par rapport à sa valeur microscopique (Rüdiger et
Kitchatinov, 1996). Le transport dans la tachocline devrait alors être plus efficace que le
processus moléculaire. Cela pourrait être dû à la présence de turbulence qui serait causée
par différentes instabilités (Spruit, 1999).
Il existe plusieurs sources de turbulence dans la tachocline. Les deux principales sont
la pénétration de plumes convectives sous la zone de convection et le cisaillement dû à
la rotation différentielle. Des plumes formées dans la zone convective, où elles dominent
la turbulence (Brummell et al., 1996), peuvent se rendre jusqu’au bas de cette zone et
pénétrer sur une certaine distance dans la zone radiative, qui est stable et subadiabatique
(Rieutord et Zahn, 1995). Ces plumes de fluide provenant de la zone convective s’intro-
duirait donc dans la tachocline, entraînant le fluide au repos de la région stable. La région
où de tels échanges ont lieu se nomme la couche d’overshoot et serait un peu plus mince
que la tachocline. Les plumes, en pénétrant dans le haut de la tachocline, peuvent exciter
différents types d’ondes internes, la menant à un état turbulent. Des ondes internes de
gravité peuvent être générées par l’overshoot convectif et se propager vers l’intérieur
radiatif, puis mener à des instabilités (Press, 1981). Des ondes de Rossby peuvent aussi
être excitées dans cette région à cause de l’overshoot et de la force de Coriolis. Ces ondes
dominent dans le bas de la tachocline, où le milieu est fortement stratifié et où les effets
de la rotation sont importants.
Dans le haut de la tachocline, la stratification est presque adiabatique. La forme
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exacte de la tachocline est incertaine, mais le haut de celle-ci se superpose certaine-
ment avec la région d’overshoot et probablement avec la zone convective. Dans la partie
inférieure de la tachocline, qui est stablement stratifiée, le cisaillement vertical serait hy-
drodynamiquement stable (Schatzman et al., 2000). Par contre, le cisaillement latitudinal
dû à la rotation différentielle pourrait causer de la turbulence.
La présence de turbulence dans la tachocline pourrait entraîner un transport de mo-
ment cinétique via les stress de Reynolds. La forte stratification en densité que l’on
retrouve dans cette région fait en sorte que les mouvements turbulents soient principa-
lement en deux dimensions (Spiegel et Zahn, 1992). La turbulence est donc anisotrope,
soit plus importante dans la direction horizontale que verticale. Cela mène à priori à un
transport anisotrope du moment cinétique, beaucoup plus important dans le plan méri-
dien que radialement. Ce transfert d’énergie entre l’écoulement de grande échelle et la
turbulence aux petites échelles aurait pour effet de supprimer la rotation différentielle
latitudinale en redistribuant l’excès de moment cinétique de l’équateur vers les pôles.
La question suivante est de savoir si le transport turbulent (latitudinal et radial) est
diffusif ou anti-diffusif. Un transport de moment cinétique diffusif se ferait dans la di-
rection opposée au gradient de vitesse angulaire, soit des vitesses angulaires fortes vers
des vitesses plus faibles. Au contraire, un transport anti-diffusif se ferait dans le sens du
gradient de vitesse angulaire (voir figure 1.15). Un transport turbulent diffusif pourrait
empêcher la propagation de la rotation différentielle en redistribuant l’excès de moment
cinétique de l’équateur vers les pôles et mener à une rotation interne uniforme.
Des simulations numériques globales en trois dimensions de la turbulence strati-
fiée stablement dans une tachocline sujette à la pénétration convective montrent que le
transport horizontal serait diffusif (vers les pôles), tandis que le transport vertical serait
anti-diffusif (vers l’extérieur) (Miesch, 2003). Ces résultats corroborent ceux de Spiegel
et Zahn (1992) puisque le transport de moment cinétique mène à une rotation uniforme.
D’autres travaux suggèrent des conclusions similaires, obtenant une viscosité horizon-
tale positive et donc un transport de moment cinétique latitudinal diffusif (Kim, 2005 ;
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Figure 1.15 Transport turbulent diffusif ou anti-diffusif dans la tachocline. Les flèches
noires représentent le gradient de vitesse angulaire moyen latitudinal. Les flèches vertes
montrent un transport diffusif et les flèches rouges, un transport anti-diffusif.
Leprovost et Kim, 2006 ; Kim et Leprovost, 2007).
Par contre, certains croient plutôt que le transport turbulent horizontal serait anti-
diffusif (Kippenhahn, 1963 ; Gough et McIntyre, 1998). Plusieurs exemples géophy-
siques montrent effectivement qu’une turbulence en deux dimensions impliquerait une
viscosité négative et mènerait à une rotation non-uniforme (Haynes et al., 1991). Une
turbulence anisotrope aurait donc plus tendance à augmenter la propagation de la rota-
tion différentielle qu’à la supprimer.
D’autres pensent aussi que la turbulence ne jouerait aucun rôle dans le transport de
moment cinétique et que celui-ci ne serait donc ni diffusif, ni anti-diffusif. Il a été montré
qu’en présence d’un champ magnétique, les stress de Reynolds, causés par la turbulence,
seraient annulés par les stress de Maxwell, dus aux champs magnétiques (Tobias et al.,
2007). Dans un tel cas, il serait probable que les effets visqueux soient négligeables de-
vant le phénomène d’épaississement radiatif. Ainsi, afin d’explorer les potentiels états de
la turbulence dans la tachocline et de déterminer leur impact sur le transport de moment
cinétique, il faudrait effectuer des simulations à très haute résolution de cette région, en
poursuivant les travaux de Miesch (2003).
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1.2.3 Le confinement de la tachocline
Ainsi, plusieurs hypothèses ont été apportées pour tenter d’expliquer le confinement
de la tachocline et comprendre le désaccord entre les modèles théoriques et les observa-
tions héliosismiques. Ces différents modèles peuvent être classés sous deux catégories
principales : les modèles de tachocline lente, où l’évolution se fait sur des échelles de
temps très grandes, et les modèles de tachocline rapide.
Tel que mentionné précédemment, la première hypothèse proposait une turbulence
anisotrope dans la zone radiative (Spiegel et Zahn, 1992). Il s’agirait d’un modèle hy-
drodynamique dans lequel la tachocline aurait une turbulence anisotrope, soit plus im-
portante horizontalement que verticalement. Tel qu’expliqué à la section 1.2.2.2, la tur-
bulence anisotrope serait due au cisaillement généré directement sous la zone de convec-
tion, ce qui créerait peu de stress pour transporter le moment cinétique verticalement. Le
transport anisotrope en résultant s’opposerait aux gradients latitudinaux de vitesse angu-
laire, permettant de redistribuer l’excès de moment cinétique s’accumulant à l’équateur
vers les pôles et empêcher la propagation de la rotation différentielle dans la zone radia-
tive.
Cette hypothèse a été fortement critiquée, notamment par Gough et McIntyre (1998)
qui argumentaient que la redistribution du moment cinétique par la turbulence horizon-
tale aurait plutôt l’effet inverse, ce qui impliquerait une viscosité négative et mènerait à
une propagation de la rotation différentielle encore plus rapide.
Des modèles impliquant un processus magnétique ont ensuite été introduits pour ten-
ter d’expliquer le confinement de la tachocline. L’une de ces hypothèses propose qu’un
champ magnétique de grande échelle dans la zone radiative parvienne à confiner la ta-
chocline. La redistribution du moment cinétique dans l’intérieur radiatif du Soleil pour-
rait en effet être due à la présence d’un champ magnétique primordial dans cette région
(Mestel et Weiss, 1987). Rüdiger et Kitchatinov (1997) ont développé un modèle où un
champ magnétique poloïdal de faible amplitude réussi à survivre dans la zone radiative
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malgré la diffusion ohmique et est transformé en champ magnétique toroïdal par la rota-
tion différentielle. Ce champ toroïdal permet le transport de moment cinétique latitudinal
via le stress de Maxwell, ce qui a pour effet de supprimer la rotation différentielle au-
delà d’une mince couche entre les zones convective et radiative. Un champ magnétique
poloïdal confiné dans la zone radiative pourrait donc parvenir à bloquer la propagation
de la rotation différentielle vers l’intérieur (voir figure 1.16) (Gough et McIntyre, 1998 ;
MacGregor et Charbonneau, 1999).
Figure 1.16 Représentation schématique de la dynamique dans un quadrant du Soleil. La
zone orange représente la zone convective et la zone mauve, la zone radiative. Les lignes
rouges représentent le champ magnétique fossile dans la zone radiative. Les flèches
noires montrent la circulation, suivant des surfaces de moment cinétique constant, dans
la tachocline (région verte, amplifée ∼ 5 fois). La circulation est déviée par le champ
magnétique dans une mince région sous la tachocline (région bleue, amplifée∼ 50 fois),
bloquant la propagation de la rotation différentielle. Image tirée de Gough et McIntyre
(1998), figure 1.
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Par contre, MacGregor et Charbonneau (1999) ont aussi montréé que si le champ
magnétique fossile de la zone radiative est non nul à l’interface entre les zones radiative
et convective, alors la rotation différentielle se propagera dans la zone radiative. Il s’agit
donc d’un problème de double confinement, où la tachocline est confinée au haut de la
zone radiative par un champ magnétique qui doit lui-même être confiné dans la zone ra-
diative. Les simulations menées en ce sens (Brun et Zahn, 2006 ; Strugarek et al., 2011 ;
Rogers, 2011) ne sont pas parvenues à confiner le champ magnétique fossile et ont mon-
tré que le champ se reconnecte dans la zone de convection. Cela pourrait être dû au fait
que les paramètres utilisés dans leurs modèles sont relativement loin de leurs valeurs
solaires correspondantes. Acevedo-Arreguin et al. (2013) prétendent obtenir une tacho-
cline confinée selon le modèle de Gough et McIntyre (1998) où un champ primordial de
grande échelle est confiné dans la zone radiative par une circulation méridienne pompée
gyroscopiquement dans la zone convective. Toutefois, leurs résultats sont controversés
et la question demeure en plan.
Une autre hypothèse de nature magnétohydrodynamique expliquant le confinement
de la tachocline a été proposée par Forgács-Dajka et Petrovay (2001, ci-après FDP01).
Les auteurs soutiennent qu’un champ dynamo oscillant et pénétrant sous la zone de
convection puisse empêcher la propagation de la rotation différentielle. Ce champ ma-
gnétique causerait des stress de Maxwell, qui meneraient à un transfert horizontal de
moment cinétique. Le temps caractéristique de ce proccessus étant rapide, il s’agit d’une
hypothèse de tachocline rapide.
La diffusion ohmique propagerait le champ magnétique dynamo vers l’intérieur, où
son amplitude diminuerait avec la profondeur. Un champ magnétique oscillant pénètre
dans un conducteur sur une distance nommée la profondeur de peau (Hskin) :
Hskin =
√
2η
ω
(1.21)
(cf., Garaud, 1999). Pour un champ magnétique avec une fréquence angulaire de ω =
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2pi/P, où P = 22 ans et une valeur moléculaire de la diffusivité ohmique η , la profon-
deur est très petite, ce qui implique qu’un champ dynamo ne pourrait pas se propager
très profondément dans la tachocline. En considérant plutôt une tachocline turbulente,
une diffusivité ohmique turbulente serait possible. De la même façon que la viscosité
turbulente, la diffusivité ohmique turbulente pourrait être de quelques ordres de gran-
deur plus forte que la diffusivité ohmique moléculaire. Cela mènerait à une profondeur
de peau plus importante, de l’ordre de l’épaisseur de la tachocline.
Dans leur modèle, FDP01 appliquent un profil de rotation différentielle et un champ
magnétique poloïdal à la base de la zone de convection :
B =
[
1
r2sinθ
∂θA,
1
rsinθ
∂rA,B
]
, (1.22)
v = rsinθω(r,θ , t)eφ , (1.23)
avec
A = a(r, t)sin2θ . (1.24)
B correspond donc au champ toroïdal et a(r, t) est l’amplitude du champ poloïdal.
Le modèle résout les équations de Navier-Stokes (2.4) et l’équation d’induction
(1.13), en plus des équations de conservation de la masse (1.14) et du flux magnétique
(1.16). Le champ magnétique toroïdal est forcé à zéro au haut et au bas de la tachocline.
Le champ magnétique poloïdal se propage vers l’intérieur via la diffusion ohmique et
son amplitude diminue exponentiellement à cause de l’effet de peau. La rotation dif-
férentielle se propageant aussi vers l’intérieur par entraînement visqueux, cela crée un
cisaillement qui génère un champ magnétique toroïdal, qui oscille à la même fréquence
que le champ poloïdal. FDP01 prétendent que la force de Lorentz, causée par ce champ
toroïdal, serait en mesure d’empêcher la propagation de la rotation différentielle.
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Par contre, dans leur modèle, FDP01 appliquent une condition frontière assez ar-
tificielle, soit que le champ magnétique toroïdal devienne nul à la base de la zone de
convection. De plus, ils ne considèrent pas l’épaississement radiatif dans leur modèle,
alors que c’est ce processus de dissipation qui devrait dominer dans la tachocline.
1.3 Un modèle de tachocline rapide
Dans le but de vérifier leur hypothèse, nous avons construit un nouveau modèle au-
quel nous avons appliqué une condition frontière différente pour le champ toroïdal et
auquel nous avons ajouté de l’hyperdiffusion, représentant l’épaississement radiatif (se-
lon Spiegel et Zahn, 1992). En partant des équations d’induction (1.13) et de Navier-
Stokes (2.4), et en normalisant les variables indépendantes selon l’épaisseur du domaine
(z= δξ ) et le temps de diffusion ohmique (t =Θτ , avecΘ= δ 2/η), on trouve le système
d’équations couplées et non linéaires suivant :

∂a
∂τ
=
∂ 2a
∂ξ 2
∂b
∂τ
=
∂ 2b
∂ξ 2
− (kδ )2b−CAau
∂u
∂τ
=
(
ν
η
)[
∂ 2u
∂ξ 2
− (kδ )2u
]
− κ
η
FrR2
∂ 4u
∂ξ 4
+CLab
(1.25)
où a, b et u sont respectivement le champ magnétique poloïdal, le champ magnétique
toroïdal et le champ de vitesse normalisé ; ν est le coefficient de viscosité ; κ et η sont
les diffusivités thermique et ohmique ; k est la longueur d’onde horizontale ; δ est la
taille du domaine et R est le rayon à ξ = 0. Fr est le nombre de Froude, qui correspond
à l’énergie cinétique des particules par rapport à l’énergie potentielle gravitationnelle :
Fr = (2Ω/N)2 , avec N2 = (g/Hp)(∇ad−∇) , (1.26)
avec Hp, la hauteur d’échelle associée à la pression et ∇, le gradient de température
logarithmique (∇= ∂ lnT/∂ lnP).
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Les constantes de couplage CA et CL sont définies comme suit :
CA =
Rm
β
CL = RmβΛ (1.27)
où Rm est le nombre de Reynolds magnétique et Λ est le nombre d’Elsasser,
Rm = kΘU0 =
kδ 2U0
η
Λ=
B20
ρU20
. (1.28)
β est le rapport entre les amplitudes des champs magnétiques toroïdal et poloïdal ; Θ
est le temps de diffusion ohmique ; U0 est l’amplitude de la rotation différentielle ; B0
est l’amplitude du champ magnétique poloïdal et ρ est la densité. Le développement
complet de ce système est présenté à l’annexe I.
Les conditions frontières appliquées sont :
a(ξ = 1,τ) = cos(Ωτ), b(ξ = 1,τ) = cos(Ωτ−φ), u(ξ = 1,τ) = 1 (1.29)
a(ξ = 0,τ) = 0, b(ξ = 0,τ) = 0, u(ξ = 0,τ) = 0 (1.30)
Le développement du système d’équations discrétisé et tenant compte des conditions
limites est présenté à l’annexe II. Ici, Ω = ωΘ, où ω est la fréquence du cycle et φ
est le déphasage entre les champs magnétiques poloïdal et toroïdal. La résolution du
système est faite selon la méthode de Crank-Nicolson. Cet algorithme permet de ré-
soudre un système d’équations aux dérivées partielles par une méthode de différences
finies. Il s’agit d’une combinaison des méthodes d’Euler avant et d’Euler arrière qui est
stable inconditionnellement. La méthode d’Euler avant est une méthode explicite, tan-
dis que la méthode d’Euler arrière est implicite ; pour obtenir la valeur suivante de u,
il faut résoudre un système d’équations algébriques. La discrétisation selon la méthode
de Crank-Nicolson se fera en transformant chacune des composantes d’une équation
partielle comme suit ( j représente la position spatiale et m, le temps) :
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u =
1
2
(
um+1j +u
m
j
)
(1.31)
∂u
∂τ
=
um+1j −umj
∆τ
(1.32)
∂ 2u
∂x2
=
1
2∆x2
(
um+1j+1 −2um+1j +um+1j−1 +umj+1−2umj +umj−1
)
(1.33)
∂ 4u
∂x4
=
1
2∆x4
(
um+1j+2 −4um+1j+1 +6um+1j −4um+1j−1 +um+1j−2 (1.34)
+umj+2−4umj+1 +6umj −4umj−1 +umj−2
)
(1.35)
Ainsi, en considérant l’équation aux dérivées partielles suivantes :
∂u
∂ t
= c
∂ 2u
∂x2
, (1.36)
selon la méthode de Crank-Nicolson, l’équation peut être approximée comme :
um+1j −umj
∆t
= c
um+1j+1 −2um+1j +um+1j−1 +umj+1−2umj +umj−1
∆x2
. (1.37)
Les résultats ainsi obtenus sont présentés dans l’article se trouvant au chapitre 2.
1.4 Contribution
L’article constituant le chapitre 2 de ce mémoire sera soumis à la revue arbitrée
Astronomy & Astrophysics en novembre 2016. Les travaux qui y sont présentés sont
la continuité d’un projet entamé par Jean-Paul Zahn. Avec l’aide d’Antoine Strugarek
et de Paul Charbonneau, j’ai bâti un modèle en une dimension permettant de résoudre
les équations couplées et non-linéaires 1.25, en suivant le modèle proposé par Jean-
Paul Zahn. J’ai ensuite modifié le modèle numérique afin d’y inclure l’épaississement
radiatif, ce qui a pour effet d’y ajouter le terme hyperdiffusif de la troisième équation du
système 1.25. J’ai aussi implémenté un maillage non-uniforme en profondeur (selon z)
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afin d’obtenir une meilleure résolution au haut de la tachocline, où les gradients sont plus
importants. J’ai écrit toutes les routines secondaires permettant l’analyse des résultats
et la génération de figures. La discussion des implications de ces résultats est le fruit
d’entretiens avec Antoine Strugarek, Paul Charbonneau et Allan Sacha Brun. J’ai écrit
l’intégralité de l’article, dont la présentation a ensuite été affinée en collaboration avec
mes co-auteurs. Finalement, j’ai présenté par affiche les résultats de cet article lors de
deux événements internationaux, soit l’école d’automne du Labex UnivEarthS, qui a eu
lieu à Santorini en Grèce en octobre 2015, et la conférence internationale Astro Fluids,
qui a été donnée en l’honneur de Jean-Paul Zahn à l’Institut d’Astrophysique de Paris en
juin 2016.
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ABSTRACT
Context. The suprising thinness of the solar tachocline is still not understood with
certitude today. Among the numerous possible scenarios suggested to explain its radial
confinement, one hypothesis is based on Maxwell stresses exerted by the cyclic dynamo
magnetic field of the Sun penetrating over a skin depth below the turbulent convection
zone.
Aims. Our goal is to assess under which conditions (turbulence level in the tachocline,
strength of the dynamo-generated field, spreading mechanism) this scenario can be
realized in the solar tachocline.
Methods. We develop a simplified 1D model of the upper tachocline under the influence
of an oscillating magnetic field imposed from above. The turbulent transport is para-
metrized with enhanced turbulent diffusion (or anti-diffusion) coefficients. Two main
process thickening the tachocline are considered ; either turbulent viscous spreading or
radiative spreading. An extensive parameter study is carried out in order to establish the
physical parameter regimes under which magnetic confinement of the tachocline due to
a surface dynamo field can be realized.
Results. We have explored a large range of magnetic field amplitudes, viscosities, ohmic
diffusivities and thermal diffusivities. We find that, for large but still realistic magnetic
field strengths, the differential rotation can be suppressed in the upper radiative zone
(and hence the tachocline confined) if weak turbulence is present (with an enhanced
ohmic diffusivity of η > 107−8 cm2/s), even in the presence of radiative spreading.
Conclusions. Our results show that a dynamo magnetic field can prevent the inward
burrowing of a tachocline subject to viscous diffusion or radiative spreading, in the
presence of weak turbulence.
Key words. Magnetohydrodynamics (MHD) - Sun : rotation
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2.1 Introduction
With now several decades of observations, one of the great achievement of helio-
seismology remains the inversion of the internal rotational profile of the Sun (Brown
et al., 1989). The surface differential rotation prevails through the whole convective
zone (Thompson et al., 2003) and, in the radiative interior, the rotation rate is uniform
and matches the rotation rate of the convection envelope at mid-latitudes (∼ 30◦). The
transition from differential to uniform rotation occurs in a transition layer known as the
tachocline. This region, which lies just beneath the convection zone, is very thin (less
than 5% of the solar radius, see Charbonneau et al., 1999) and, as a result, is subject to
strong latitudinal and radial shears.
Spiegel et Zahn (1992, hereafter SZ92) developed the first hydrodynamical model
of the tachocline. They identified the phenomenon of radiative spreading, also known as
differential rotation burrowing (Haynes et al., 1991), which was further numerically tes-
ted by Elliott (1997) and more recently confirmed with turbulent numerical experiments
(Wood et Brummell, 2012). By the age of the present-day Sun, this process should have
made the differential rotation burrow down to 0.4R. Hence, it has to be countered in
order to explain the observed tachocline’s thinness. This requires a physical mechanism
that can redistribute angular momentum latitudinally, from equatorial to polar regions,
on a timescale shorter than radiative spreading transports it downwards.
As a first attempt to explain what stops the burrowing of the tachocline, SZ92 pro-
posed that the tachocline is turbulent and that horizontal turbulent transport would be
enough to erase the latitudinal differential rotation imprinted from above. This turbu-
lence could be caused by penetration of convective plumes below the convective zone
or shearing instabilities due to differential rotation in the overlying envelope. Due to the
strongly stable stratification in the tachocline, significant inhibition of vertical flows is
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expected, so that the turbulence and its associated transport would be strongly anisotro-
pic, with horizontal transport operating on much shorter timescale than radial transport
(Michaud et Zahn, 1998).
The effect of turbulence on angular momentum transport in the tachocline is com-
plex and not well understood. Based on examples from geophysical flows (Haynes
et al., 1991), Gough et McIntyre (1998) claimed that it should be anti-diffusive (counter-
gradient) in the latitudinal direction. However, since the tachocline is characterized by
both radial and latitudinal shears, the situation is likely more complicated and the ana-
logy to geophysical flows must be contemplated with caution. Others have shown that
the transport could be diffusive (down-gradient) latitudinally and anti-diffusive vertically
(Miesch, 2003, Kim, 2005, Leprovost et Kim, 2006, Kim et Leprovost, 2007). Turbu-
lence caused by instabilities of the rotational shear tends to lead to a diffusive trans-
port, while turbulence driven by waves tends to have an anti-difusive influence (Miesch,
2005). In the latter case, the waves excited by turbulent penetrative convection are in-
fluenced both by rotation (Rossby waves) and stratification (gravity waves). What type
of wave is likely to dominate in the solar tachocline is still unclear today. Hence, whe-
ther the turbulent transport is down-gradient or counter-gradient critically depends on the
details of how the tachocline interacts with the convective and the radiative zones. Fi-
nally, Tobias et al. (2007) claimed that turbulent transport would be neither diffusive nor
anti-diffusive, because in the presence of magnetic field, turbulence would not have an
impact on turbulent angular momentum transport since Reynolds and Maxwell stresses
would cancel each other. Since the tachocline is likely to be the seat of dynamo field
organization, it is essential to consider the role of the magnetic field.
The presence of a primordial magnetic field in the radiative interior, which would
stop the burrowing, is another hypothesis to explain the tachocline’s confinement (Rüdi-
ger et Kitchatinov, 1997 ; Gough et McIntyre, 1998 ; Garaud, 1999 ; Garaud, 2002 ; Brun
et Zahn, 2006). Due to Ferraro’s law of isorotation (Ferraro, 1937), this field could force
uniform rotation in the radiative zone if entirely confined therein, but would imprint the
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latitudinal rotation of the convective envelope into the radiative interior if connected to
the envelope through the tachocline (MacGregor et Charbonneau, 1999 ; Strugarek et al.,
2011). Confinement of such a fossil field to the radiative interior is thus essential, and
must be sustained despite the unavoidable ohmic diffusion, which would tend to spread
it into the convective zone.
Gough et McIntyre (1998) proposed that a meridional circulation within the tacho-
cline could achieve the needed confinement of the fossil magnetic field. Some simula-
tions were carried out in order to demonstrate this process (e.g. Brun et Zahn, 2006 ;
Strugarek et al., 2011). They showed that an axisymmetric magnetic field of fossil ori-
gin in the radiative zone could not be confined and would reconnect in the convection
envelope and thus could not be able to prevent the spreading of the tachocline. Acevedo-
Arreguin et al. (2013) pointed out that this negative result could be due to the non-solar
parameter regime in which these simulations were carried out. Their (laminar) model
does achieve tachocline confinement at low latitudes in a manner akin to the Gough et
McIntyre (1998) scenario, but, as of today, no 3D turbulent simulations coupling the ra-
diative and convection zones together have been able to achieve a global (at all latitudes)
confinement of the tachocline.
An hypothetical fossil magnetic field in the radiative interior is nevertheless not the
only option. A cyclic dynamo-generated magnetic field is known to be present in the
solar convective envelope and will certainly penetrate lightly in the upper portion of the
tachocline, if only via convective overshoot. Forgács-Dajka et Petrovay (2001, hereafter
FDP01) proposed that the Lorentz force associated with this dynamo magnetic field
would lead to horizontal transfer of angular momentum from equator to poles, on a
timescale sufficient to confine the tachocline. Due to ohmic diffusion, this field would
also diffuse inward, its amplitude decreasing with depth. A magnetic field oscillating
with angular frequency ω at the boundary of a conductor will penetrate it down to the
electromagnetic skin depth :
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Hskin =
√
2η
ω
, (2.1)
where η = 1/µ0σ is the magnetic diffusivity, inversely proportional to the electrical
conductivity σ (cf., Garaud, 1999). In their model, FDP01 imposed a constant differen-
tial rotation and an oscillatory poloidal field at the base of the convection zone. This
poloidal field propagates inward due to ohmic diffusion, with exponentially decreasing
amplitude due to the skin effect. It is sheared by the differential rotation, which also
propagates inward due to viscous transport. The shear generates a toroidal field which
oscillates with the same period as the poloidal field. FDP01 showed that, under their
model setup, the Lorentz force associated by this poloidal+toroidal field would be able
to suppress the differential rotation at the base of the magnetic layer. Their conclusion
comes however with two important caveats : (1) the zero-toroidal field at the upper boun-
dary of the tachocline is hard to reconcile with current dynamo models of the solar cycle,
and (2) more importantly, their model omits the effect of radiative spreading, which is
expected to dominate over purely viscous spreading under solar interior conditions (e.g.
Small Pr).
The primary purpose of the work presented in this paper is to address these two limi-
tations of the FDP01 model. We thus extend their model to accomodate a more realistic
upper boundary condition on the dynamo magnetic field, namely oscillatory poloidal and
toroidal components, with a set phase lag between the two. We also introduce radiative
spreading into the model, following the hyperdiffusion formulation of SZ92, in order to
assess the robustness of the FDP01 proposal under varying scenarios for the turbulent
angular momentum transport within the tachocline : viscous-like, anti-diffusive, or me-
diated by radiative spreading. In Sect. 2.2, we consider viscous-like cases (diffusive and
anti-diffusive), while in Sect. 2.3, we take the effect of radiative spreading into account.
We conclude in Sect. 2.4 by summarizing our most salient results and discussing them
in the context of past and ongoing numerical simulations of the tachocline.
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2.2 Magnetic tachocline
We design a simplified tachocline model in order to test the validity of FDP01’s
scenario. We develop the model in Sect. 2.2.1, justify our choices of representative pa-
rameters for the tachocline in Sect. 2.2.2 and present our reference viscous solar model
in Sect. 2.2.3. We then discuss the effect of the magnetic Prandtl number in Sect. 2.2.4
and compare cases with diffusive and anti-diffusive turbulent viscosity in Sect. 2.2.5.
2.2.1 Equations
We consider an oscillatory magnetic field penetrating the tachocline through the bot-
tom of the convection zone. We aim to characterize its ability to suppress the differential
rotation sustained by the rotating turbulent convection zone, which is supposed here to
permeate into the deeper radiative zone. In order to simplify the problem, we use carte-
sian coordinates, with the azimuthal and latitudinal coordinates of the spherical system
mapped onto x and y respectively. The vertical coordinate z runs downwards.
We consider a two-component magnetic field (By and Bx being the poloidal and toroi-
dal components, respectively), oscillating at a frequency ω at the base of the convective
zone. We set a constant amplitude ratio between these two magnetic field components at
the upper boundary, measured by the parameter β . Hence, the amplitude of the poloidal
field is given by B0, while the toroidal field amplitude is βB0. We consider a differential
rotation represented by a sheared velocity field Ux, whose amplitude and spatial latitu-
dinal scale are given by U0 and 1/k. We assume that the toroidal magnetic field is also
varying on this characteristic spatial scale. The poloidal component is not, in order to
simplify the problem and for the divergence of the magnetic field to be zero, as required.
All fields are assumed to be invariant along the longitudinal direction x (i.e. axisymetry).
We introduced the dimensionless fields a, b and u, respectively representing the ma-
gnetic poloidal and toroidal fields and the velocity field :
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
By(z, t) = B0a(z, t)
Bx(y,z, t) = βB0b(z, t)sin(ky) .
Ux(y,z, t) =U0u(z, t)cos(ky)
(2.2)
We consider the induction equation
∂B
∂ t
= ∇× (u×B−η∇×B) , (2.3)
and the Navier-Stokes equation
∂u
∂ t
+
(
u ·∇)u = ν∇2u+ µ0
ρ
J×B , (2.4)
where η is the ohmic diffusivity, ν is the viscosity, ρ is the density of the environment
and µ0 is the permeability of free space. We assumed hydrostatic equilibrium, so that the
pressure gradient and gravity cancel out in Eq. 2.4. From there, we can derive that the
non-dimensional functions a, b, and u obey the following parabolic system :

∂a
∂τ
=
∂ 2a
∂ξ 2
∂b
∂τ
=
∂ 2b
∂ξ 2
− (kδ )2b−CAau .
∂u
∂τ
=
(
ν
η
)[
∂ 2u
∂ξ 2
− (kδ )2u
]
+CLab
(2.5)
Terms from other scales, which are not considered in our decomposition, are modeled in
simple diffusion operators with the increased associated coefficients of viscosity ν and
ohmic diffusivity η . For the time being, we assume that differential rotation is spreading
inward in a viscous way. The independent variables have been non-dimensionalized by
the depth of the computational domain δ and by the ohmic diffusion time Θ, defined as
follow :
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z = δξ , t =Θτ, with Θ= δ 2/η . (2.6)
The dimensionless coupling constants CA and CL measure the magnitude of induction
and the Lorentz force, respectively. They are given by :
CA =
Rm
β
; CL = RmβΛ , (2.7)
where we have introduced the magnetic Reynolds number Rm and the Elsasser number
Λ :
Rm = kΘU0 =
kδ 2U0
η
; Λ=
B20
ρU20
. (2.8)
At the top of the tachocline (ξ = 0), we impose a poloidal and a toroidal magnetic
field oscillating periodically (Ω = ωΘ), with a phase lag given by φ . The differential
rotation is considered imposed from above by convection, leading to the following upper
boundary conditions :

a(ξ = 0,τ) = cos(Ωτ)
b(ξ = 0,τ) = cos(Ωτ−φ) .
u(ξ = 0,τ) = 1
(2.9)
At the bottom of our solution domain, deeper in the radiative zone (ξ = 1), we set the
three fields to zero :

a(ξ = 1,τ) = 0
b(ξ = 1,τ) = 0 .
u(ξ = 1,τ) = 0
(2.10)
As we are interested in Sect. 2.2 in a tachocline propagating inward as a result of viscous
turbulence, Eqs. 2.5 do not yet take into account radiative spreading, the inclusion of
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which is being deferred until Sect. 2.3.
We used a Crank-Nicolson method to solve the non-linearly coupled system of Eqs.
2.5. Although this method is unconditionaly stable, numerical accuracy drops when the
ratio of temporal and spatial grid spacing becomes large. This means that a smaller
spatial grid size forces us to use smaller time steps. In order to lower the numerical cost,
we implemented a non-uniform stretching in the z direction, allowing us to get a higher
density of mesh points in the upper part of the tachocline, just below the convection
zone.
2.2.2 Choice of parameters
In table 2.I, we present the parameter values used in the model. The size of the
computational domain is chosen such as to comfortably accommodate the present-day
solar tachocline. We set δ = R/10, where R is the radius at ξ = 0. In this case, we take
R = 0.718R. Hence the spatial domain spans r = 0.646R to r = 0.718R, correspon-
ding to about 7% of the solar radius. The horizontal wavenumber is taken as k = 2.5/R
and therefore kδ = 1/4. This corresponds to the dominant scale of the solar latitudinal
differential rotation in the convection zone (e.g. Thompson et al., 2003). For the magne-
tic cycle circular frequency, we take ω = 2pi/P, with a period of P = 22 years. This leads
to Ω = ωΘ = 10pi . We consider a density of ρ = 0.21g/cm3 at the base of the convec-
tion zone taken from standard solar models (e.g. Brun et al., 2002). The amplitude of the
differential rotation is taken as U0 = 3×104 cm/s (Schou et al., 1998).
The magnetic field amplitude within the tachocline is not well constrained by ob-
servations or helioseismology (Antia et al. (2000) put an upper limit of about 300kG).
Models of the buoyant destabilisation and rise of thin flux tubes through the convective
zone imply a toroidal magnetic field at the base of the convective envelope of the order
of 104−5 G (Jouve et Brun, 2009 ; Fan, 2009). Hence, in our model, we considered to-
roidal magnetic field amplitudes ranging from 103 G to 106 G, with a preferred “solar”
value of 13750G. Most dynamo models of the solar cycle predict a poloidal-to-toroidal
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field strength ratio below unity, so that we consequently adopt β = 10, which leads to a
poloidal magnetic field amplitude of 1375G for our solar model, ranging from 102 G to
105 G for the purpose of the parameter study reported upon in what follows.
The effect of turbulence and its associated angular momentum and magnetic flux
transport in the tachocline is modeled via a linear diffusive operator with enhanced trans-
port coefficients. Since there are few hard constraints on this parameter, we explore a
wide range of values in the calculations to follow, but consider that the (turbulent) ma-
gnetic Prandtl number is set to Prm = ν/η = 1.
2.2.3 Reference viscous solar model
Magnetic fields oscillating at the top of the solar radiative zone will undergo diffusive
penetration due to the electromagnetic skin effect. This is illustrated in Fig. 2.1A, sho-
wing the temporal evolution of the poloidal magnetic field over one cycle for a converged
simulation. The overall amplitude of the oscillating poloidal field, which is subject only
to ohmic diffusion, is maximal at the top of the tachocline (where it is set by our adopted
boundary condition, see Eqs. 2.9) and decreases exponentially with depth.
The toroidal component of the magnetic field is affected by both ohmic diffusion and
by induction associated with the shearing of the poloidal magnetic field by differential
rotation. Induction operates in conjunction with the skin depth effect, leading to a more
complex depth variation of the toroidal magnetic component, as seen in Fig. 2.1B. In the
case shown here, the fields are in quadrature (φ = pi/2) with the toroidal field lagging
the poroidal component.
Fig. 2.1C, shows the evolution of the azimuthal velocity over one cycle in a conver-
ged simulation. Recall that the quantity ku is a mesure of the latitudinal shear at the
corresponding depth. Equivalently, u itself is the projection of the full velocity field on
one particular scale. It evolves under the joint action of viscosity and the Lorentz force,
at a frequency twice that of the imposed magnetic field, due to the quadratic dependence
of the Lorentz force with the magnetic field. The azimuthal velocity oscillates about
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Table 2.I. Numerical values for the
parameters of the viscous solar model.
Parameter Symbol Numerical value
Size of the domain δ R/10
Radius at ξ = 0 R 0.718R
Horizontal wavelength k 2.5/R
Period P 22yr
Density ρ 0.21g/cm3
Ohmic diffusivity η 105−1010 cm2/s
Viscosity ν 105−1012 cm2/s
Magnetic Prandtl number Prm 1
Differential rotation amplitude U0 3×104 cm/s
Poloidal magnetic field amplitude B0 102−105 G
Toroidal magnetic field amplitude βB0 103−106 G
a mean value decreasing to zero with depth, yet the latitudinal shear reverses its sign
locally at some phases of the cycle, in response to the time-varying Lorentz force. None-
theless, here the latitudinal shear decreases rapidly with ξ and falls below 1% of its top
value already at ξ ≈ 0.65 (about 0.67R), which means that the dynamo field is able to
suppress the latitudinal differential rotation in the upper radiative zone, and thus confine
the tachocline.
We tested different phase lags φ between poloidal and toroidal magnetic compo-
nents, in order to assess the impact of this model parameter on the evolving latitudinal
shear. Specifically, we computed solutions similar to that plotted in Fig. 2.1, but for po-
loidal and toroidal magnetic components in phase (φ = 0), in quadrature (φ = pi/2 or
φ = 3pi/2) and in opposition of phase (φ = pi). Fig. 2.2 shows the mean profile of azimu-
thal velocity u for these different phase lags φ (green lines). Differences do materialize,
with the φ = 0 case leading to a greater mean velocity over the solution domain, while
the φ = pi case showing the most pronounced reversal within the tachocline. This is not
suprising, since when the fields are in phase, the Lorentz force will always be positive at
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Figure 2.1 (A) Temporal evolution of the poloidal field (By), (B) the toroidal field (Bx) and (C) the
azimuthal velocity field (Ux) as a function of depth, over one magnetic cycle. Blue lines correspond to the
first half of the cycle, while red lines are for the second half. For the velocity field, only half a cycle is
shown as profiles are superimposed for the second half. Lines become darker as time increases. ξ = 0 is
the top of the tachocline (R = 0.718R) and ξ = 1, the bottom of the domain (R = 0.646R). The black
line is the azimuthal velocity amplitude averaged over one cycle. The skin depth (dashed line and Eq.
2.1) and the initial conditions (dash-dotted lines) are shown. Model parameters values for this solution are
listed in table 2.I and the phase shift between both magnetic components is set at φ = pi/2.
the top of the tachocline while, when they are in opposition, it will be negative. As for the
cases in quadrature, the Lorentz force will, at some times, help to confine, while at some
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other time in the cycle, it will facilitate the spreading of the differential rotation. The
non linear interaction due to induction will mitigate this aspect and cause an asymetry,
which will favor the confinement. Nonetheless, differences between the shear profiles
for these various phase lags remain slight, and in all cases the vertical spreading of the
shear is stopped long before it reaches the bottom of the domain : it is kept confined
inside the skin depth of the oscillating dynamo field (vertical dashed line). This implies
that the phase lag has no significant impact on tachocline confinement under this model
setup. Hence, for the remainder of our study and given solar observations of field rever-
sale during sunspot maximum (Hathaway, 2015), we will adopt a toroidal component in
quadrature with the poloidal component, the latter leading the former by φ = pi/2.
Figure 2.2 Normalized azimuthal velocity averaged over one cycle as a function of depth. The red line
corresponds to an hydrodynamical viscous steady state without magnetic field. The blue curve shows
results with the toroidal component set to zero at the top of the tachocline, as in FDP01. The green lines
are cases with oscillating poloidal and toroidal magnetic fields, with different phase lags. Corresponding
model parameter values are listed in table 2.I.
For comparison, a case was run using the FDP01 boundary condition, namely zero
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toroidal field at the top of the tachocline (Bx(ξ ,τ) = 0), and is shown in blue in Fig.
2.2. Due to induction, the toroidal magnetic field is still able to reach an amplitude of
about 50% that of the applied poloidal field (see Fig. 2.3). Hence, there is no quali-
tative difference on the inward spreading of the differential rotation, which highlights
the robustness of the confinement mechanism. By contrast, in the hydrodynamical case
evolving under the sole influence of (enhanced) viscous angular momentum transport,
the latitudinal shear propagates all the way to the base of the domain, where it vanishes
as per our lower boundary condition (red lines in Fig. 2.2). Taken jointly, these simula-
tions show that a dynamo magnetic field penetrating below the convective zone is able to
prevent the viscous diffusion of the differential rotation. In this range of magnetic field
amplitudes, the outcome of our simulations is very similar to that obtained by FDP01
under a different formulation of the upper magnetic boundary condition.
Since the magnetic field amplitude, the effective viscosity and ohmic diffusivities in
the tachocline are not well constrained by observations, we also explored a wide range
of values for these parameters, in order to chart the region of our model’s parameter
space within which tachocline confinement can be achieved by an oscillating dynamo
field penetrating the radiative zone from above.
Dimensional analysis yields a first quantitative estimate of the conditions under
which such a confinement is possible. Specifically, we construct the dimensionless ratio
of the two terms on the RHS of eqs. 2.5. The Lorentz force (second term) must be stron-
ger than viscous diffusion transport (first term) in order to suppress the inward spreading
and confine the tachocline. This leads to the condition :
Γ= 2β
B20
ρU0ω/k
η
ν
> 1 . (2.11)
Our numerical results support this dimensional analysis. Simulations run with Γ < 1
lead to an inexorable burrowing of the differential rotation. A transition takes place as
Γ approaches and exceeds unity, as the dynamical effect of the magnetic field becomes
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Figure 2.3 Temporal evolution of the toroidal magnetic field (Bx), with our boundary condition (dash-
dotted line) and FDP01 boundary condition with φ = pi/2 (in blue for the first half of the cycle, then in
red, lines become darker as time evolve). Parameter values are listed in table 2.I.
important. Our results indicate that the differential rotation is suppressed by the dynamo
field when Γ& 3.
2.2.4 Effect of the magnetic Prandtl number
As we can see in the definition of Γ (see Eq. 2.11), the confinement of the tachocline
depends on the magnetic Prandtl number (Prm = ν/η). Hence, we explored different
viscosities (ν) and ohmic diffisivities (η) in order to asses under which conditions the
confinement of a viscous tachocline is possible. As expected, we find that high ohmic
diffusities and low viscosities (Prm 1) lead to an easier confinement of the tachocline.
Thus, for a given magnetic field amplitude, there is a critical value of ohmic diffusivity,
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depending on viscosity, below which it is not possible to stop the inward viscous sprea-
ding of the latitudinal differential rotation imposed at the top of the tachocline. As the
magnetic field amplitude gets more substantial, this value decreases.
Starting from our refence model (with Prm = 1), as we decrease the magnetic Prandtl
number towards its solar value (Prm = 3×10−2, e.g. Brun et Zahn (2006)), the confine-
ment is easier and a weaker magnetic field is required. By testing for different magnetic
field amplitudes and by evaluating Eq. 2.11 with Γ= 3, we find that for the solar magne-
tic Prandtl number, the critical magnetic field amplitude is of about 70G, a value quite
inferior to the estimated magnetic field amplitude at the base of the convective zone.
Hence, we find that a tachocline subject to viscous diffusion is easily confined by cyclic
dynamo field penetrating below the convective enveloppe.
2.2.5 Diffusive vs anti-diffusive turbulent viscosity
In order to consider the effect of anisotropic turbulence, we decoupled the values of
the horizontal and the vertical viscosities. This leads to the rewrite of the RHS of the
momentum equation for u in the Eqs. 2.5 as follows :
∂u
∂τ
=
(
νV
η
)
∂ 2u
∂ξ 2
−
(
νH
η
)
(kδ )2u+CLab , (2.12)
where νV stands for the vertical viscosity, while νH represents the horizontal viscosity.
We also tested our model with horizontal anti-diffusion, hence with negative horizontal
viscosity (νH =−νV ). Analysis of our simulation results reveals that the effect of vertical
viscous transport largely dominates over viscous horizontal transport. This is due to the
fact that radial gradients in velocity are much greater than latitudinal gradients in the
tachocline.
Verticale diffusive transport works against the confinement of the tachocline. We
consider here cases without it (νV = 0) in order to determine for which paramater settings
the effects of horizontal transport are significant over the Lorentz force. Dimensional
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analysis of those two terms leads to the following quantity :
ΓH = β
B20
ρU0 |νH |k . (2.13)
For ΓH > 1, the Lorentz force dominates, while if ΓH < 1, horizontal diffusion prevails.
In the case where νV = 0 and νH > 0, horizontal diffusion helps to confine the tachocline,
just as the magnetic field, and the tachocline will always be confined. In the anti-diffusive
case (νH < 0), it acts in a way to prevent the confinement. Therefore, if the magnetic field
is not strong enough or if the negative viscosity is too important, the horizontal diffusion
dominates over the Lorentz force, leading to a tachocline that cannot be confined.
For our reference parameters (with B0 = 1375G, η = 7× 109 cm2/s and νH =
−7× 109 cm2/s), if there is no vertical viscosity, the evolution of the velocity field is
dominated by the Lorentz force. Hence, in that system settings, whether the horizontal
viscous transport is diffusive or anti-diffusive has a negligeable impact on the results. For
our reference model, with νV = 0 and νH =−7×109 cm2/s, we find that the critical ma-
gnetic field is B0 = 10G. For weaker magnetic field, horizontal diffusion amplifies any
perturbation of the velocity field throughout the domain and the magnetic confinement
of the tachocline fails. Thus, for an anti-diffusive viscosity of νH =−7×109 cm2/s, the
magnetic field needed for the tachocline to be confined is very low.
We now consider the expected magnetic field amplitude (B0 = 1375G) and tested
our model with enhanced negative viscosities. We find that the tachocline is not confined
only when |νH | & 1012 cm2/s. For such a strong negative viscosity, the Lorentz force
is not strong enough to prevent the inexorable growth of the velocity caused by anti-
diffusion. For intermediate viscosities of about νH = −1010−12 cm2/s, the horizontal
viscous transport starts to play a greater role in the evolution of the velocity field. As the
viscosity becomes more important, horizontal diffusion causes strong oscillations on the
velocity profile.
We conclude that if the horizontal diffusivity is of the same amplitude as the vertical
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diffusion, its impact on the evolution of the magnetic field is negligible (equivalently,
one may set νH ∼ 0). Hence, neglecting the horizontal diffusion leads to the same results
as those discussed in Sect. 2.2.3. Also, if turbulence is anisotropic and vertical diffusion
is negligible compared to horizontal anti-diffusion (νV ∼ 0), the Lorentz force is likely to
dominate over horizontal diffusion. Indeed, the effects of horizontal diffusion will start
to be significant only for very weak magnetic field amplitudes or strong diffusivities,
extreme cases that are not realistic while considering the solar inner conditions. In that
case, whether the tachocline is subject to diffusion or anti-diffusion in the horizontal
direction has no effect on the conclusions. Finally, if turbulence is anisotropic in a way
that both horizontal anti-diffusion and vertical diffusion have an impact on the evolving
shear (|νH |> νV , but νV is not negligible), both effects will act together to deconfine the
tachocline. This situation is the most difficult to confine, but this case will only occur for
very weak magnetic field amplitude, which is not realistic in the tachocline.
2.3 Magnetic tachocline subject to radiative spreading
2.3.1 1D model with radiative spreading
The numerical results reported upon in Sect. 2.2 were based on the assumption that
the hydrodynamical contribution to angular momentum transport was only due to tur-
bulent viscosity. However, Tobias et al. (2007) showed that in the presence of magnetic
fields, the turbulent transport might not have an impact on the transport angular momen-
tum, due to the tendency of Maxwell stresses to offset Reynolds (turbulent) stresses. In
such a situation, the dominant contribution would more likely be radiative spreading,
which acts on longer timescale, as proposed by SZ92. Provided that the thermal relaxa-
tion time of the tachocline is shorter that the other processes at stake, SZ92 showed that
the effect of radiative spreading can be modeled as a 1D phenomenon. In our setup, this
implies that the thermal diffusivity (κ) is such as κ ≥ η , which is the case for the micro-
scopic values of diffusivities in the Sun. Radiative spreading can be taken into account
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in our model by adding an hyperdiffusive term in the RHS of the momentum equation
for u in the Eqs. 2.5 (see Eq. 4.10 in SZ92). Since SZ92 showed that radiative sprea-
ding should dominate in the tachocline because Pr  1, we ignored viscous diffusion
altogether in the following analysis, setting the effective viscosity to zero, hence solving
∂u
∂τ
=CLab−Fr
(
κ
η
)(
R
δ
)2 ∂ 4u
∂ξ 4
. (2.14)
In Eq. 2.14, Fr is the Froude number, which value is set by the stratification :
Fr = (2Ω/N)2 , with N2 = g
(
1
γ
d(lnP)
dr
− d(lnρ)
dr
)
, (2.15)
where g is the gravitational acceleration and γ = (∂ lnP/∂ lnρ)ad is the adiabatic ex-
ponent.
2.3.2 Choice of parameters
The inclusion of an hyperdiffusive term in Eq. 2.14 introduces yet an other parame-
ter, the thermal diffusivity κ , which controls how dominant the radiative spreading is.
We used the same domain size, horizontal wavenumber, period, density and differential
rotation amplitude as in Sect. 2.2. We explore a range of values for the ohmic and ther-
mal diffusivities, as well as various magnetic field amplitudes, as noted in Table 2.II.
We retain the same ratio of toroidal-to-poloidal magnetic field amplitudes (β = 10). To
begin with, as in Sect. 2.2, poloidal and toroidal magnetic field amplitudes are set res-
pectively to 1375G and 13750G and the ohmic diffusivity is fixed at η = 7×109 cm2/s.
We choose to compare a case with thermal diffusion equal to the viscous diffusion in
Sect. 2.2, hence, with a thermal diffusivity of κ = 7×109 cm2/s.
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Table 2.II. Numerical values for
the parameters involved in the model
including radiative spreading.
Parameter Symbol Numerical value
Ohmic diffusivity η 105−1010 cm2/s
Froude number Fr 2×10−6
Thermal diffusivity κ 105−1012 cm2/s
2.3.3 Results
Figs. 2.4A-2.4B show the temporal evolution of the toroidal magnetic field and the
azimuthal velocity amplitude as a function of depth for one cycle, as in Figs. 2.1B-2.1C.
As in the viscous case, the velocity field has a period of half the period of the magnetic
fields. One first noteworthy difference between both cases is that, with radiative sprea-
ding now acting, the velocity field is subject to greater oscillations due to the inclusion
of the hyperdiffusive term. We can also see that, at some point in the cycle, Ux is greater
than 1 : for some instants, the shear imposed at the top of the domain is amplified by
the dynamo field. Despite these differences, we see in Fig. 2.4B that the velocity profiles
averaged over all cycle phases of a tachocline subject to viscous diffusion (in grey, as
in Fig. 2.1C) or radiative spreading (in black) are similar. In the case studied here the
latitudinal shear vanishes over a depth much smaller than the extent of our solution do-
main, which implies that the tachocline is confined. We see that the confinement is more
efficient as the black curve is narrower then the grey curve.
Fig. 2.5 shows the results of different simulations, carried out with B0 = 5000G and a
large interval of ohmic and thermal diffusivities. We even considered here cases with κ <
η , for completeness (we will come back to this point below). Simulations performed with
a set of parameters which are leading to a confinement of the tachocline are represented
by green dots, while red dots are simulations where the magnetic confinement fails. We
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Figure 2.4 (A) Temporal evolution of the toroidal magnetic field (Bx) and (B) the azimuthal velocity
field amplitude (Ux) as a function of depth, for one cycle. For the velocity field, only half a cycle is shown
as profiles are superimposed for the second half. Lines become darker as time proceeds. The black line
is the azimuthal velocity amplitude averaged over one cycle. This field is subject to radiative spreading
and the Lorentz force. As in Sect. 2.2, poloidal and toroidal magnetic field amplitudes are respectively
1375G and 13750G and the phase shift between both magnetic fields is φ = pi/2. The ohmic diffusivity
is η = 7× 109 cm2/s and thermal diffusivity is κ = 7× 109 cm2/s. The mean velocity amplitude for the
viscous case in Fig. 2.1C is shown in grey.
consider the tachocline to be confined if the three following criteria are fulfilled :
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Figure 2.5 Results of simulations for different values of ohmic and thermal diffusivities (η = 106−
1010 cm2/s, κ = 105− 1012 cm2/s) and for a poloidal magnetic field amplitude of 5000G. Green dot are
simulations for which the tachocline is confined, while red dots are not confined. The solid and dashed
lines indicate respectively the approximated transition between confined and unconfined tachoclines and
the simulations where κ/η = 1. The dash-dotted line labels Γκ = 1 (see Eq. 2.16)
• on the studied domain, the second deriative of the mean velocity (u¯) must be null
at least twice ;
• in the lower part of the tachocline (ξ > 0.75),
– the mean velocity must be small (u¯ < 0.018) ;
– the first derivative of the mean velocity must be low (∂ξ u¯ < 0.15).
The first and last conditions ensure that a real damping takes place in the studied
domain, while the second condition makes sure that no spurious boundaries effects
are controlling the solution. Those criterias are somewhat arbitrary, but they determine
unambiguously confined vs unconfined states and they are use in a consistent way for
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the whole set of simulations presented in this work. A modification of those conditions
could change slightly the confinement state near the transition, but would not alter the
overall picture.
We see a clear tendency ; for strong ohmic diffusion and weak thermal diffusion, the
interaction between the fields leads to the suppression of differential rotation. On the
other hand, for weak ohmic diffusion and strong thermal diffusion, there is no confine-
ment. This tendency is robust for different magnetic field amplitudes.
As in Sect. 2.2, we compared the terms influencing the evolution of the velocity by
dimensional analysis. In order for the tachocline to be confined, the Lorentz force must
be greater than the hyperdiffusion. Hence, we must have :
Γκ =
4β
Fr
B20
ρU0ω/k
η
κ
η
ωR2
> 1 . (2.16)
The relation between η and κ for Γκ = 1, is shown in Fig. 2.5. We can see that, as
expected, when Γκ < 1, there is no confinement of the tachocline. For Γκ > 1, there is a
transition phase, where the Lorentz force begins to play a significant role. Values Γκ 1
are now required for the magnetic field to be able to confine the tachocline and our results
indicate that the differential rotation is suppressed by the dynamo field when Γκ & 500.
In this transition phase, as the Lorentz force and the radiative spreading both have a
significant influence, the system tends toward an equilibrium state where the velocity as
a function of the depth is a parabola. Hence, for a given magnetic field amplitude and
thermal diffusivity, a large ohmic diffusivity is needed for the system to overcome this
transition phase and for the velocity field to be suppressed.
The relationship between the critical values of ohmic and thermal diffusivities (ηcrit ,
κcrit) separating confined vs not confined states follows a power law (eq. 2.17), with
an index (α1) which also scales approximately as a power law for the magnetic field
amplitude, as seen in Fig. 2.6.
62
ηcrit ∝ κα1crit ; α1 ∝ B
α2
0 ; α2 =−0.085±0.012 (2.17)
The values of α1 were obtained by fitting the confinement transition for different values
of B0 (see Fig. 2.5, for B0 = 5000G). We see that for larger magnetic field, α1 gets
weaker, which implies that the confinement of the tachocline becomes less sensitive to
thermal diffusion.
Figure 2.6 α1 term in Eq. 2.17 as a function of B0, leading to α2 =−0.085±0.012.
In the solar tachocline, the molecular thermal diffusivity is κ ≈ 107 cm2/s and the
molecular ohmic diffusivity is η ≈ 103 cm2/s. (see, e.g., Brun et Zahn, 2006). For such
a low ohmic diffusivity, the dynamo magnetic field penetrates only an extremely thin
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layer at the bottom of the convective zone, which is not reasonable given that convective
overshoot likely penetrates to a much larger depth. Moreover, by extrapolating Fig. 2.5,
we can conclude that for those microscopic parameters values, the tachocline could not
be confined by an oscillatory magnetic field. However, for a turbulent tachocline, the tur-
bulent ohmic diffusivity would be a few orders of magnitude stronger. FDP01 concluded
that this value should be of about η = 109− 1010 cm2/s for the tachocline to be confi-
ned by an oscillatory magnetic field. According to Fig. 2.5, we find that, for a thermal
diffusivity of κ = 107 cm2/s and a poloidal magnetic field amplitude of B0 = 5000G, an
ohmic diffusivity of η = 107−108 cm2/s would already be sufficient to stop the inward
spreading of differential rotation.
Fig. 2.7 shows the mean azimuthal velocity for cases with a solar thermal diffusivity
(κ = 107 cm2/s) and a turbulent ohmic diffusivity (η = 108 cm2/s) with different ma-
gnetic field amplitudes. We see that, as the magnetic field amplitude increases, the mean
velocity is suppressed over a smaller depth.
However, our results also show that the amplitude of the oscillations over one period
increases drastically as the magnetic field amplitude gets more substantial. Indeed, while
for a toroidal magnetic field amplitude of 103 G, the velocity variation over one magne-
tic cycle is only of a few percents, for a toroidal magnetic field amplitude of 105 G, u
oscillates between 2U0 and −3U0, a variation of about 500%.
As seen in Fig. 2.4, our results show strong oscillations in the velocity over the ma-
gnetic field cycle. Evidences for short timescale oscillations at the base on the convective
zone were detected (Howe et al., 2011), but they do not appear robust over several solar
cycles. The shear variations in our simulations are taking place within a relatively thin
layer, which is equivalent to the skin depth (see eq. 2.1). This depth is larger for higher
ohmic diffusivity. The limit of helioseismic observations precision is of about 5% of the
solar radius (Howe, 2009) which leads to a reasonable upper limit on the ohmic diffusi-
vity of about 5×1010 cm2/s. Hence, higher ohmic diffusivities were excluded from the
plausible scenario for the solar tachocline in this study.
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Figure 2.7 Mean normalized azimuthal velocity for a turbulent solar tachocline (ηturb = 108cm2/s, κ =
107cm2/s) for different magnetic field amplitudes. Greater magnetic fields lead to an easier confinement.
If turbulence carries heat diffusively in the tachocline, we can consider a thermal dif-
fusivity greater then the molecular value. In this case, since, microscopically, thermal dif-
fusivity is greater than ohmic diffusivity (κ > η), the parameters set of our model should
a priori respect this hierarchy in order to be “solar-like” (this aspect, though, should be
confirmed with dedicated numerical simulations of turbulence in the tachocline). In Fig.
2.5, the dashed line correspond to κ/η = 1. To obtain a confined tachocline with a ther-
mal diffusivity greater than the ohmic diffusivity, the set of parameters needs to be within
the shaded region delimited by the solid and the dashed lines in Fig. 2.5. For stronger
magnetic fields, this region gets wider and a greater number of parameter sets {κ,η}
with κ/η > 1 leads to a confined tachocline.
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2.4 Discussion and conclusion
The physical processes responsible for maintaining the small thickness of the solar
tachocline have been debated ever since the original proposal of Spiegel et Zahn (1992).
Many possible explanations have been put forth over the past two decades, but no defini-
tive conclusion, let alone concensus, has been reached. Among the different hypotheses
proposed, FDP01 suggested a fast tachocline scenario, in the context of which an oscilla-
tory poloidal magnetic field generated by dynamo action within the convective envelope
penetrates into the underlying radiative core, providing magnetic stresses that suppress
latitudinal differential rotation in the tachocline. The strength of this scenario is that we
know for a fact that the Sun posses an eleven years cyclic field, that has to penetrate to
some extend the upper part of the tachocline. In their original model, FDP01 imposed
a differential rotation profile and a poloidal magnetic field at the base of the convection
zone. At first the poloidal magnetic field diffuses inward under the influence of ohmic
diffusion, while the differential rotation spreads inward as a result of viscous diffusion.
This leads to the buildup of a shear which induces a toroidal magnetic field, to which
is associated a large-scale Lorentz force which can prevent the burrowing of differential
rotation through efficient equator-to-pole transport of angular momentum by magnetic
stresses.
We tested FDP01’s model by applying a more general boundary condition for the
toroidal magnetic field than the zero-field condition they used. In our model, a toroidal
magnetic component varying periodically is also imposed at the top of the radiative
zone, oscillating with a set phase lag with respect to the poloidal magnetic component.
We follow FDP01 in imposing a fixed latitudinal shear at the top of the domain. Our
results show that such a magnetic field is able to prevent the viscous diffusion of the
shear, and that the outcome depends only moderately on the phase difference imposed
between the two oscillating magnetic components. In order to prevent the spreading of
the differential rotation, the medium needs to be turbulent, with enhanced viscosity and
66
ohmic diffusivity of about ν ≈ η ≈ 108 cm2/s. These results are in agreement with those
obtained by FDP01.
The turbulent transport of angular momentum in the tachocline is another contro-
versial subject. Indeed, in the horizontal direction, it could be diffusive (Miesch, 2003,
Spiegel et Zahn, 1992, Kim et Leprovost, 2007) or anti-diffusive (Gough et McIntyre,
1998). It could also be neither one or the other, since in the presence of magnetic fields,
Reynolds stresses tend to cancel Maxwell stresses (Tobias et al., 2007). In this case,
even in the presence of strong turbulence, the transport of angular momentum could still
remain dominated by radiative spreading, albeit the fully magnetized case of radiative
spreading still needs to be studied in details.
To complement FDP01’s work, we tested the fast tachocline scenario with different
turbulent transport mechanisms. We found that whether the viscous horizontal transport
is diffusive or anti-diffusive has no significant impact on the results since the vertical
transport is dominant, except in extreme and physically unrealistic parameter regimes.
Our results show that a viscous tachocline with a turbulent viscosity of ν = 107 cm2/s
and a turbulent ohmic diffusivity of η = 108 cm2/s can be confined by a dynamo ma-
gnetic field (BTor = 5× 104 G and BPol = 5× 103 G) penetrating below the convective
envelope, whether the horizontal turbulent transport is diffusive or anti-diffusive. Many
other sets of parameters also lead to a suppresion of the differential rotation in the tacho-
cline.
We then consider a tachocline subject to radiative spreading, as the dominant trans-
port process of angular momentum. We find that a dynamo field is able to stop the
burrowing of the differential rotation in the radiative zone for certain combinations of
magnetic field amplitudes and thermal and ohmic diffusivities. Our results also show
that this confinement is easier for greater magnetic field amplitudes and ohmic diffusivi-
ties and for lower thermal diffusivities, as expected. Those results are constrained by the
physical conditions in the solar tachocline. The microscopic solar thermal diffusivity in
the tachocline, being about κ ≈ 107 cm2/s, implies a minimal ohmic diffusivity of about
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η ≈ 107−8 cm2/s.
In this scenario, oscillations of the velocity field with the magnetic cycle are in-
evitable. Given the current spatial resolution limit of helioseismic rotational inversion
(Howe, 2009), our results restrict the ohmic diffusivity to a value η × 1010 cm2/s (for
higher η , the associated oscillations of the velocity field would a priori be detectable in
helioseismic inversions).
Our results show that a tachocline subject to radiative spreading with a turbulent
thermal diffusivity of κ = 109 cm2/s and a turbulent ohmic diffusivity of η = 108 cm2/s
can be contained by the penetration of a dynamo magnetic field (BTor = 5× 104 G and
Bpol = 5×103 G) into the radiative zone. Tachocline confinement remains possible over
a relatively wide range of parameter values, including these “solar” values.
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CHAPITRE 3
CONCLUSION
Nous avons testé le modèle proposé par FDP01 afin d’expliquer l’absence de rotation
différentielle dans la zone radiative. Selon ce scénario, un champ magnétique dynamo
pénétrant sous l’enveloppe convective empêcherait la propagation de la rotation différen-
tielle vers l’intérieur. Nous avons appliqué un champ magnétique oscillant au haut de la
tachocline, ainsi qu’un champ de vitesse azimutale représentant la rotation différentielle.
Le champ magnétique se propage vers l’intérieur solaire sur une distance équivalente à la
profondeur de peau via la diffusion ohmique et le champ de vitesse est diffusé via la dis-
sipation visqueuse. Le système de trois équations couplées et non-linéaires, représentant
l’évolution des champs magnétiques poloïdal et toroïdal et de la rotation différentielle,
a été résolu selon une méthode de différences finies. Les résultats obtenus montrent que
le confinement de la tachocline est possible selon ce scénario, si la tachocline est légère-
ment turbulente, et sont en accord avec les conclusions de FDP01.
Dans leur modèle, FDP01 supposent que la turbulence a un effet diffusif sur le trans-
port de moment cinétique. Toutefois, il est possible qu’elle mène à un transport turbulent
anti-diffusif ou même qu’elle n’ait aucun impact et que l’épaississement radiatif soit le
processus dominant. Nous avons testé toutes ces hypothèses afin de vérifier si le confi-
nement de la tachocline est possible selon ces différentes conditions. Nous avons trouvé
que, puisque le transport vertical domine, le transport turbulent horizontal n’a pas d’im-
pact sur nos résultats, qu’il soit diffusif ou anti-diffusif.
Nos résultats montrent qu’il est aussi possible de supprimer la rotation différentielle
dans la zone radiative grâce à un champ dynamo si le processus d’épaississement radiatif,
qui serait dominant dans la tachocline selon SZ92, est pris en compte.
Aussi, dans de telles conditions, le cisaillement imposé au haut de la tachocline et se
propageant vers l’intérieur solaire est sujet à de plus fortes oscillations. Ces oscillations
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se font sur une certaine profondeur, correspondant à la profondeur de peau. De telles os-
cillations n’ont jamais été observées à ce jour. Toutefois, il est possible qu’elles existent
dans la tachocline et qu’elles ne puissent pas être détectées, en raison de la limite des
observations héliosismiques. Ainsi, ces oscillations ne devraient pas se produire sur une
profondeur plus grande que la profondeur de peau, qui dépend de la diffusivité ohmique
(éq. 1.21). Ce paramètre aurait alors une valeur maximale de η = 5×1010 cm2/s.
Nos résultats montrent ainsi qu’il est possible qu’un champ magnétique oscillant,
dont l’amplitude de la composante poloïdale serait de l’ordre de 5× 103 G et celle de
la composante toroïdale, de l’ordre de 5× 104 G, confine une tachocline légèrement
turbulente (η = 108 cm2/s, κ = 109 cm2/s) et sujette à l’épaississement radiatif, en y
supprimant la rotation différentielle. D’autres paramètres permettent aussi de confiner la
tachocline via ce processus magnétique.
Ce projet confirme donc les résultats obtenus par FDP01, qui proposent une explica-
tion simple au problème de confinement de la tachocline : le champ dynamo oscillant se
trouvant dans l’enveloppe convective pénètre légèrement dans la zone radiative et em-
pêche la propagation de la rotation différentielle vers l’interieur solaire. Nos résultats
sont plus généraux que ceux de FDP01 puisqu’ils prennent en compte l’épaississement
radiatif, processus qui pourrait être dominant dans la tachocline.
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Annexe I
Développement du système d’équations
Voici donc le développement des équations du modèle MHD en une dimension. Nous
partons de l’équation d’induction :
∂B
∂ t
= ∇× (u×B−η∇×B) (I.1)
et des équations de Navier-Stokes :
∂u
∂ t
+
(
u ·∇)u =−ν∇2u+ µ0
ρ
J×B . (I.2)
Pour simplifier le problème, nous utilisons un système de coordonnées cartésiennes.
Les coordonnées azimutales et latitudinales sont respectivement x et y et la coordonnée
verticale z est positive vers l’intérieur solaire. Sur le domaine étudié, les champs suivants
sont appliqués :
By = B0a(z, t)
Bx = βB0b(z, t)sin(ky)
Ux =U0u(z, t)cos(ky) ,
(I.3)
où By est le champ magnétique poloïdal, Bx, le champ magnétique toroïdal, et Ux est le
champ de vitesse, représentant la rotation différentielle. B0, U0 et β sont respectivement
l’amplitude du champ magnétique poloïdal, l’amplitude de la rotation différentielle et le
ratio des amplitudes des champs magnétiques toroïdal et poloïdal. a(z, t), b(z, t) et u(z, t)
sont donc les variables normalisées des champs magnétiques poloïdal et toroïdal et de la
rotation différentielle. Le champ magnétique toroïdal et l’écoulement représentent des
champs de grande échelle, dont la taille caractéristique est reliée à la longueur d’onde
xv
horizontale k = R/10, où R est le rayon au haut de la tachocline. Commençons par
calculer quelques termes clés des équations I.1 et I.2 :
u×B =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xˆ yˆ zˆ
ux 0 0
Bx By 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣=

0
0
uxBy
 (I.4)
∇×B =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xˆ yˆ zˆ
∂x ∂y ∂z
Bx By 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣=

−∂zBy
∂zBx
∂xBy−∂yBx
=

−∂zBy
∂zBx
−∂yBx
 (I.5)
∇× (u×B) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xˆ yˆ zˆ
∂x ∂y ∂z
0 0 uxBy
∣∣∣∣∣∣∣∣∣=

∂yuxBy
−∂xuxBy
0
=

∂yuxBy
0
0
 (I.6)
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∇× (∇×B) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xˆ yˆ zˆ
∂x ∂y ∂z
−∂zBy ∂zBx −∂yBx
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

−∂ 2y Bx−∂ 2z Bx
∂x∂yBx−∂ 2z By
∂x∂zBx +∂y∂zBy

=

−∂ 2y Bx−∂ 2z Bx
−∂ 2z By
∂y∂zBy

(I.7)
(u ·∇)u = (ux∂x +uy∂y +uz∂z)u
= ux∂xu
= ux∂xuxxˆ+ux∂xuyyˆ+ux∂xuzzˆ
= 0
(I.8)
∇2u = ∇2uxxˆ+∇2uyyˆ+∇2uzzˆ
= ∇2uxxˆ
= (∇ ·∇ux)xˆ
= (∇ · (∂xuxxˆ+∂yuxyˆ+∂zuxzˆ))xˆ
= (∂ 2y ux +∂
2
z ux)xˆ
(I.9)
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µ0J×B= µ0
(
∇×B
µ0
)
×B=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xˆ yˆ zˆ
−∂zBy ∂zBx −∂yBx
Bx By 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣=

By∂yBx
−Bx∂yBx
−By∂zBy−Bx∂zBx
 (I.10)
Prenons la composante y de l’équation d’induction :
∂tBy =−η
[−∂ 2z By]
B0∂ta = ηB0∂ 2z a
∂ta = η∂ 2z a .
(I.11)
On fait le changement de variables suivant :
z = δξ
t =Θτ =
δ 2
η
τ
(I.12)
et on obtient l’équation suivante pour le champ magnétique poloïdal :
∂a
∂τ
=
∂ 2a
∂ξ 2
(I.13)
Prenons maintenant la composante x de l’équation d’induction :
∂tBx = ∂y(uxBy)−η
[−∂ 2y Bx−∂ 2z Bx]
βB0 sin(ky)∂tb =−B0U0auk sin(ky)−ηβB0k2bsin(ky)+ηβB0 sin(ky)∂ 2z b
∂tb =
U0k
β
au−ηk2b+η∂ 2z b .
(I.14)
On fait le changement de variables (I.12) et on obtient l’équation suivante pour le champ
magnétique toroïdal :
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∂b
∂τ
=
∂ 2b
∂ξ 2
− (kδ )2b−CAau (I.15)
avec la constante de couplage :
CA =
kΘU0
β
(I.16)
Finalement, on prend la composante x de l’équation de Navier-Stokes :
∂tux = ν(∂ 2y ux +∂
2
z ux)+
1
ρ
By∂yBx
U0 cos(ky)∂tu = ν(−U0uk2 cos(ky)+U0 cos(ky)∂ 2z u)
+
kβ
ρ
B20 cos(ky)ab
∂tu =−νk2u+ν∂ 2z u+
kβB20
ρU0
ab
(I.17)
Cette fois encore, on applique le changement de variables I.12. On obtient l’équation
suivante pour le champ de vitesse :
∂u
∂τ
=
ν
η
[
∂ 2u
∂ξ 2
− (kδ )2u
]
−CLab (I.18)
avec la constante de couplage :
CL = kΘU0β
B20
ρU20
(I.19)
Nous voulons maintenant ajouter le terme hyperdiffusif à l’équation I.18 pour tenir
compte de l’épaississement radiatif. Nous partons de l’équation 4.10 de Spiegel et Zahn
(1992) :
∂ Ω˜
∂ t
+κF
(
r0
λ
)2∂ 4Ω˜
∂ r4
−ν ∂
2Ω˜
∂ r2
= 0 (I.20)
On écrit la rotation différentielle Ω˜ en termes de vitesse u :
xix
Ω˜=
u
r sinθ
(I.21)
Les différentes dérivées deviennent donc :
∂ Ω˜
∂ t
=
1
r sinθ
∂u
∂ t
(I.22)
∂ 2Ω˜
∂ r2
=
∂ 2
∂ r2
(
u
r sinθ
)
=
1
sinθ
[
1
r
∂ 2u
∂ r2
− 2
r2
∂u
∂ r
+
2
r3
∂u
∂ r
] (I.23)
où les deux derniers termes sont négligeables.
∂ 4Ω˜
∂ r4
=
1
sinθ
[
∂ 2
∂ r2
(
1
r
∂ 2u
∂ r2
)]
=
1
sinθ
[
1
r
∂ 4u
∂ r4
− 3
r2
∂ 3u
∂ r3
+
2
r3
∂ 2u
∂ r2
] (I.24)
Ici encore, les deux derniers termes sont négligeables. En remplaçant dans l’équation
I.20, obtient donc :
∂u
∂ t
+κF
(
r0
λ
)2∂ 4u
∂ r4
−ν ∂
2u
∂ r2
= 0 (I.25)
En appliquant le changement de variables I.12 et avec r0 = Rδ , l’équation devient :
∂u
∂τ
+
κ
η
FR2
∂ 4u
∂ξ 4
− ν
η
∂ 2u
∂ξ 2
= 0 (I.26)
Le système d’équations à résoudre est donc :
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
∂a
∂τ
=
∂ 2a
∂ξ 2
∂b
∂τ
=
∂ 2b
∂ξ 2
− (kδ )2b−CAau
∂u
∂τ
=
(
ν
η
)[
∂ 2u
∂ξ 2
− (kδ )2u
]
− κ
η
FR2
∂ 4u
∂ξ 4
+CLab
(I.27)
Annexe II
Discrétisation selon la méthode de Crank-Nicolson
Le système d’équations pour les champs magnétiques poloïdal et toroïdal et le champ de
vitesse a été résolu avec la méthode de Crank-Nicolson (Press et al., 1992). Le détail de
cette méthode est expliquée en annexe puisque la présence d’un terme d’hyperdiffusion
et la forme des conditions limites compliquent son implémentation.
Équation du champ magnétique poloïdal
Commençons par l’équation pour a.
∂a
∂τ
=
∂ 2a
∂ξ 2
(II.1)
En discrétisant selon la méthode de Crank-Nicolson, on obtient (pour j de 2 à n−1) :
am+1j −amj
∆τ
=
1
2∆ξ 2
[
am+1j+1 −2am+1j +am+1j−1 +amj+1−2amj +amj−1
]
(II.2)
En réorganisant le système de façon à avoir tous les termes en (m + 1) à gauche de
l’équation et ceux en (m) à droite et en faisant le changement de variables suivant :
µD =
∆τ
2∆ξ 2
(II.3)
on obtient :
−µDam+1j+1 +(1+2µD)am+1j −µDam+1j−1 = µDamj+1 +(1−2µD)amj +µDamj−1 (II.4)
De la même façon, pour j = 1, on obtient :
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−µDam+1j+2 +2µDam+1j+1 +(1−µD)am+1j = µDamj+2−2µDamj+1 +(1+µD)amj (II.5)
et pour j = n :
(1−µD)am+1j +2µDam+1j−1 −µDam+1j−2 = (1+µD)amj −2µDamj−1 +µDamj−2 (II.6)
Il faut toutefois tenir compte des conditions frontières. Pour le champ poloïdal, les condi-
tions limites sont :
a(ξ = 0,τ) = cos(Ωτ)
a(ξ = 1,τ) = 0
(II.7)
Ce qui implique :
a1 = cos(Ωτ)
an = 0
(II.8)
En tenant bien compte de ces contraintes, on obtient donc l’équation Ax = b, où
A =

1 0 0 0 · · · · · · 0
0 1+2µD −µD 0 · · · · · · 0
0 −µD 1+2µD −µD 0 · · · 0
... . . . . . . . . .
...
0 · · · 0 −µD 1+2µD −µD 0
0 · · · · · · 0 −µD 1+2µD 0
0 · · · · · · 0 0 0 1

(II.9)
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x =

am+11
am+12
am+13
...
am+1n−2
am+1n−1
am+1n

(II.10)
b =

cos(Ωτ)
µDam3 +(1−2µD)am2 +2µDam1
µDam4 +(1−2µD)am3 +µDam2
...
µDamn−1 +(1−2µD)amn−2 +µDamn−3
2µDamn +(1−2µD)amn−2 +µDamn−3
0

(II.11)
Équation du champ magnétique toroïdal
Pour le champ magnétique toroïdal, on part de l’équation suivante :
∂b
∂τ
=
∂ 2b
∂ξ 2
− (kδ )2b−CAau (II.12)
En discrétisant selon la méthode de Crank-Nicolson, on obtient (pour j de 2 à n−1) :
bm+1j −bmj
∆τ
=
1
2∆ξ 2
[
bm+1j+1 −2bm+1j +bm+1j−1 +bmj+1−2bmj +bmj−1
]
− γ
2
[
bm+1j +b
m
j
]
−CAamj umj
(II.13)
En réorganisant le système de façon à avoir tous les termes en (m + 1) à gauche de
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l’équation et ceux en (m) à droite et en faisant le changement de variables II.3 et le
changement suivant :
ζ =
γ∆τ
2
(II.14)
on obtient :
µDbm+1j+1 +(1+2µD +ζ )b
m+1
j −µDbm+1j−1
= µDbmj+1 +(1−2µD−ζ )bmj +µDbmj−1−CA∆τamj umj
(II.15)
De la même façon, pour j = 1, on obtient :
−µDbm+1j+2 +2µDbm+1j+1 +(1−µD +ζ )bm+1j
= µDbmj+2−2µDbmj+1 +(1+µD−ζ )bmj −CA∆τamj umj
(II.16)
et pour j = n :
(1−µD +ζ )bm+1j +2µDbm+1j−1 −µDbm+1j−2
= (1+µD−ζ )bmj −2µDbmj−1 +µDbmj−2−CA∆τamj umj
(II.17)
Les conditions frontières sont les suivantes :
b(ξ = 0,τ) = cos(Ωτ−φ)
b(ξ = 1,τ) = 0
(II.18)
Cela implique donc
b1 = cos(Ωτ−φ)
bn = 0
(II.19)
On obtient donc l’équation Ax = b, où
xxv
A =

1 0 0 0 · · · · · · 0
0 1+2µD +ζ −µD 0 · · · · · · 0
0 −µD 1+2µD +ζ −muD 0 · · · 0
... . . . . . . . . .
...
0 · · · 0 −µD 1+2µD +ζ −µD 0
0 · · · · · · 0 −µD 1+2µD +ζ 0
0 · · · · · · 0 0 0 1

(II.20)
x =

bm+11
bm+12
bm+13
...
bm+1n−2
bm+1n−1
bm+1n

(II.21)
b =

cos(Ωτ−φ)
µDbm3 +(1−2µD−ζ )bm2 +2µDbm1 −CA∆τam2 um2
µDbm4 +(1−2µD−ζ )bm3 +µDbm2 −CA∆τam3 um3
...
µDbmn−1 +(1−2µD−ζ )bmn−2 +µDbmn−3−CA∆τamn−2umn−2
2µDbmn +(1−2µD−ζ )bmn−2 +µDbmn−3−CA∆τamn−1umn−1
0

(II.22)
Équation du champ de vitesse
Pour le champ de vitesse, on part de l’équation suivante :
xxvi
∂u
∂τ
=
(
ν
η
)[
∂ 2u
∂ξ 2
− (kδ )2u
]
− κ
η
FR2
∂ 4u
∂ξ 4
+CLab (II.23)
Le premier terme du membre de droite est responsable du transport vertical et le
deuxième, du transport horizontal. En tenant compte de la viscosité anisotropique, donc
en séparant la viscosité en deux composantes, νH pour la viscosité horizontale et νV pour
la viscosité verticale, l’équation II.23 devient :
∂u
∂τ
=
(
νV
η
)
∂ 2u
∂ξ 2
−
(
νH
η
)
(kδ )2u
]
− κ
η
FR2
∂ 4u
∂ξ 4
+CLab (II.24)
Avec Prm = ν/η , γ = (kδ )2 et α = (κ/η)FR2 et en discrétisant selon la méthode de
Crank-Nicolson, on obtient (pour j de 3 à n−2) :
um+1j +u
m
j
∆τ
=
αDV
2∆ξ 2
[
um+1j+1 −2um+1j +um+1j−1 +umj+1−2umj +umj−1
]
− αDHγ
2
[
um+1j +u
m
j
]
− α
2∆ξ 4
[
um+1j+2 +u
m+1
j+1 +u
m+1
j +u
m+1
j−1 +u
m+1
j−2
+umj+2 +u
m
j+1 +u
m
j +u
m
j−1 +u
m
j−2
]
−CLamj bmj
(II.25)
En réorganisant le système de façon à avoir tous les termes en (m + 1) à gauche de
l’équation et ceux en (m) à droite et en faisant les changement de variables II.3 et II.26
et le changement suivant :
µH =
∆τ
2∆ξ 4
(II.26)
xxvii
αµHum+1j+2 +(−4αµH−αDVµD)um+1j+1 +(1+2αDVµD +6αµH +αDHζ )um+1j
+(−αDVµD−4αµH)um+1j−1 +αµHum+1j−2
=−αµHumj+2 +(4αµH +αDVµD)umj+1 +(1−2PrmµD−6αµH−αDHζ )umj
+(αDVµD +4αµH)umj−1−αµHumj−2 +CL∆τamj bmj
(II.27)
De la même façon, pour j = 1,
αµHum+1j+4 −4αµHum+1j+3 +(−αDVµD +6αµH)um+1j+2
+(2αDHµD−4αµH)um+1j+1 +(1−αDVµD +αµH +αDHζ )um+1j
=−αµHumj+4 +4αµHumj+3 +(αDVµD−6αµH)umj+2
+(−2αDµD +4αµH)umj+1 +(1+αDVµD−αµH−αDHζ )umj
+CL∆τamj b
m
j
(II.28)
Pour j = 2,
αµHum+1j+3 −4αµHum+1j+2 +(−αDVµD +6αµH)um+1j+1
+(1+2αDVµD−4αµH +αDHζ )um+1j +(−αDVµD +αµH)um+1j−1
=−αµHumj+3 +4αµHumj+2 +(αDVµD−6αµH)umj+1
+(1−2αDVµD +4αµH−αDHζ )umj +(αDVµD−αµH)umj−1
+CL∆τamj b
m
j
(II.29)
Pour j = n−1,
xxviii
(−αDVµD +αµH)um+1j+1 +(1+2αDVµD−4αµH +αDHζ )um+1j
+(−αDVµD +6αµH)um+1j−1 −4αµHum+1j−2 +αµHum+1j−3
= (αDVµD−αµH)umj+1 +(1−2αDVµD +4αµH−αDHζ )umj
+(αDVµD−6αµH)umj−1 +4αµHumj−2−αµHumj−3
+CL∆τamj b
m
j
(II.30)
Et finalement, pour j = n,
(1−αDVµD +αµH +αDHζ )um+1j +(2αDVµD−4αµH)um+1j−1 +(−αDVµD +6αµH)um+1j−2
−4αµHum+1j−3 +αµHum+1j−4
= (1+αDVµD−αµH−αDHζ )umj +(−2αDVµD +4αµH)umj−1
+(αDVµD−6αµH)umj−2 +4αµHumj−3−αµHumj−4
+CL∆τamj b
m
j
(II.31)
Les conditions frontières sont :
u(ξ = 0,τ) = 1
u(ξ = 1,τ) = 0
∂ 2u
∂ξ 2
∣∣∣
ξ=1
= 0
∂ 2u
∂ξ 2
∣∣∣
ξ=0
= 0
(II.32)
Les conditions sur u impliquent :
u1 = 1
un = 0
(II.33)
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En discrétisant les contraintes sur la dérivée seconde selon la méthode d’Euler, on
trouve :
∂ 2u
∂ξ 2
∣∣∣
1
= 0
u3−2u2 +u1
∆ξ 2
= 0
u2− u32 =
u1
2
=
1
2
(II.34)
et
∂ 2u
∂ξ 2
∣∣∣
0
= 0
un−2un−1 +un−2
∆ξ 2
= 0
un−1− un−22 =
un
2
= 0
(II.35)
On se retrouve donc avec le système Ax = b où
xxx
A
=
          1
0
0
0
1
−1
/
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0
0
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2α
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V
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µ H
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α D
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. . .
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···
0
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···
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···
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···
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0
0
0
0
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V
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µ D
α
µ H
0
1
+
2α
D
V
µ D
+
6α
µ H
+
α D
H
ζ
−α
D
V
µ D
−
4α
µ D
α
µ H
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. .
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+
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−
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µ H
+
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0
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µ H
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V
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0
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α
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0
α
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−4
α
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0
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0
0
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.
. . .
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0
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−
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+
α D
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0
0
−1
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1
0
0
0
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x
=
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1 um
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+
1
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1
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b
=
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+
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